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Jean-Baptiste Meusnier de la Place
(1754-1793)

Breu nota sobre la vida i obra de Jean-Baptiste Meus-

nier]

Neix a Tours el 19 de juny de 1754. Lany 1771 és enviat a Paris, a la pensio
Berthaud, on es preparaven els joves que volien ingressar a 'Ecole Royale du
Génie Militaire de Mézieres. No supera els examens de 1772; el 1773 no s’hi
van fer proves, pero, a proposta dels examinadors, es va fer una excepci6 amb
Meusnier, i consta que I'1 de gener de 1774 va ser nomenat segon lloctinent
com a alumne d’aquesta escola. Alla és rebut per Monge.

Ecole du Génie a Charleville-Méziéres

La font principal per redactar aquesta secci6 ha estat el discurs que Gaston Darboux va
pronunciar a ’Académia (Académie des Sciences) el 20 de desembre de 1909, titulat Notice
Historique sur le Général Meusnier, que podeu trobar als Eloges de Darboux, [2], p. 218-262.
També ha estat de gran ajuda 'estudiosa de Meusnier i professora de Quimica Josette Fournier
[4], aixi com I'exposicié de I’enginyer Serge Le Pottier [8].



Reproduim les paraules de Monge sobre Meusnielﬂ

“El mateix dia de la seva arribada a Méziéres, em va venir a veure i
em va demanar que li proposés una qiiesti6 que em permetés valo-
rar el seu grau d’instruccio i jutjar la seva capacitat. Per satisfer-lo,
li vaig parlar de la teoria d’Euler sobre els radis de curvatura ma-
xim i minim de les superficies corbes. Li vaig exposar els resultats
principals i li vaig demanar que en trobés la demostracié. L'ende-
ma al mati, a les meves habitacions, em va portar un petit paper
amb aquesta demostracio; pero el que era realment remarcable és
que les consideracions que ell havia fet servir eren més directes i el
cami seguit molt més rapid que el d’Euler. L'elegancia d’aquesta so-
lucié, i el poc temps que li havia costat trobar-la, em van donar una
idea de la seva sagacitat i d’aquell sentiment exquisit per la natura
de les coses que ha manifestat en tots els treballs que ha empres
posteriorment. Li vaig indicar llavors el volum de ’Académia de
Berlin on es troba la memoria d’Euler sobre aquest tema; i ell, en
reconeixer de seguida que els mitjans que havia utilitzat eren més
directes que els del seu model, va entendre que també havien de
ser més fructifers, i va arribar a resultats que se li havien escapat a
Euler.”

En aquella época, Monge intentava resoldre les equacions en derivades par-
cials que descriuen les superficies d’area minima amb una vora donada. No ho
va aconseguir fins deu anys més tard, pero, mentrestant, Meusnier, aplicant el
seu nou punt de vista, ja va descobrir dues superficies d’area minima: la ca-
tenoide i I'helicoide recte. Concretament, demostra que I'tinica superficie de
revoluci6 d’area minima és la generada per la revolucié d'una catenaria al vol-
tant d'un eix parallel a la tangent de la catenaria en el seu punt més baix; i que,
d’entre totes les superficies generades per una recta que es mou parallelament
a un pla donat, I'tinica amb area minima és I'helicoide recte (superficie d'un
cargol de rosca quadradzﬂ). Aquests resultats els exposa els dies 14 i 21 de fe-
brer de 1776 a ’Acadeémia, i estan recollits en la seva famosa memoria Sur la
courbure des surfaces [10], que no es publica fins al 1785. Reproduim aquesta
memoria a la secci6 .

2Vegeu [2], pagina III. Aquest text també apareix a [16], p. 234.
3Rosca quadrada fa referéncia al fet que la secci6 transversal del cargol és un quadrat, de fet
en general sera un rectangle.



El 25 de desembre de 1775, Meusnier abandona I'Escola d’Enginyers de Mé-
zieres amb el titol d’enginyer. Posteriorment, fou professor de geometria des-
criptiva a la mateixa escola.

L'1 de gener de 1776 va ser destinat a les Ardenes, a Charlemont i a Givet,
com a enginyer del Rei.

Després d'un informe favorable de Condorcet i Bossut, comissaris nome-
nats per I’Academia, Meusnier va ser admes com a membre d’aquesta institu-
ci6 quan encara no tenia 22 anys. Li fou assignat com a tutor Vandermonde,
amb qui sempre mantingué una bona relacié.

Ja el mateix 1776, dirigi la publicacié de I’Acadéemia Machines approuvées
par U'Académie.

Portrait présumé du Général Meusnier de La Place, bibliotheque
municipale de Tours.

Gentilesa de Josette Fournier, [4].

El 20 de gener de 1777 va ser destinat, ja com a primer lloctinent, a Verdun
per seguir cursos de mineria. Gracies a la seva aportacio, el cos d’enginyers va
poder rivalitzar amb el cos d’artilleria.

Per intervencié de Condorcet, ’Academia va aconseguir del ministre de la
Guerra, el comte de Saint-Germain, que Meusnier disposés cada any d'un peri-
ode de permis, de 'l d’octubre al 31 de marc, per poder estar a Paris dedicat a
la mecanica practica.



Lany 1779 fou enviat a Cherbourg per a la construccié del port. Natural-
ment, es converti en el cap de totes les operacions, que s’allargaren durant deu
anys i no estigueren exemptes de dificultats. Diu Monge ([2], p. vi): “va haver de
superar no només dificultats fisiques, siné també una serie de dificultats mo-
rals davant les quals sol fracassar un jove sense experiencia: hi havia intrigues
per frustrar, homes poderosos a combatre, canalles per desemmascarar; ho va
fer amb un coratge molt remarcable i se’'n va sortir completament.”

El 5 de juny de 1783, els germans Montgolfier van fer volar per primer cop
un globus aerostatic a Annonay. Va ser un fet molt impactant per a I'eépoca.
El 17 d’agost del mateix any, el fisic Charles va fer volar un globus inflat amb
hidrogen, i1l de desembre s’eleva ell mateix amb un d’aquests aparells.

Només dos dies després, el 3 de desembre de 1783, Meusnier va llegir a I'A-
cademia el seu treball sobre I’equilibri de les maquines aerostatiques [9].

Va elaborar dos projectes d’aerostats en forma d’ellipsoide, capacos de fer
la volta al mon, i fou el primer a aplicar I'helix a la navegaci6 aéria.

Dirigible de Meusnier:

L'any 1784, a causa dels importants treballs de Meusnier en aerostatica, La-
voisier va demanar — i aconseguir — que el seu permis de mig any es prolongués
a tot 'any. Meusnier aprofita aquesta situacié per continuar treballant en el
seu projecte de maquina per destillar aigua de mar, iniciat durant la construc-
ci6 del port de Cherbourg, i sobretot per collaborar amb Lavoisier en I'estudi de
la composicié de l'aigua. Aixi es guanya un lloc en la historia de la quimica mo-
derna, tal com ja preveia Darboux a [2], p. XVIII, i com es confirma en treballs
recents com el de Josette Fournier [4], del 2017, on es destaca que Meusnier
no ha estat prou valorat i s’hi ofereix una narracié molt detallada dels treballs



realitzats amb Lavoisier per demostrar que 1'aigua esta composta només d’hi-
drogen i oxigen (vegeu [7]).

Progressa rapidament dins I'exércit: el 27 de maig de 1787 fou nomenat ca-
pita d’Enginyers; I'1 de juliol de 1788, mariscal ajudant a I'Estat Major de I'Ar-
mada; I'11 de juliol de 1789, tinent coronel; el 5 de febrer de 1792, coronel del
14é regiment d’infanteria; i el 7 de setembre de 1792, mariscal de camp.

Forma part del Bureau de consultation pour les Arts et Métiers, presidit per
Lavoisier, que estudiava tots els invents que podien ser ttils a 'Estat. Meusnier
va inventar un procediment per detectar moneda falsa.

Politicament, Meusnier era jacobi i, arran de la fugida del rei Lluis XVI a
Varennes, funda la Société patriotique du Luxembourg, juntament amb el seu
company de Mézieres Jean-Nicolas Pache (1746-1823). Consta que presenta
els estatuts d’aquesta societat al registre de Paris el 13 de gener de 1792 (vegeu
I'exposicié de 'enginyer Serge Le Pottier [8]).

El 14 de febrer de 1793, el general Beurnonville escriu: «J’ordenne au maréc-
hal de camp Meusnier de partir sur le champ pour Mayence [...]» Aixi, Meusnier
es reincorpora a I’'armada del Rin, comandada pel general Custine.

Es distingeix en els combats per Mayence, ciutat ocupada per les tropes de
Custine i que es volia annexionar a Franca, fet que el rei de Prussia, Frederic
II, no permeté. Perd i recupera, el 8 de maig, la fortalesa de Kostheim. Tot
seguit se li encomana la conquesta del fort de Cassel. Per fer-ne la inspeccio,
travessa el Rin en barca el 5 de juny i és ferit per una bala de cané a la cama,
que li provoca la mort pocs dies després: mor el 13 de juny de 1793. No arriba
a saber que havia estat ascendit a general un mes abans. Finalment, Mayence
fou recuperada pels prussians i austriacs 1’1 de juliol de 1793.

Les seves restes mortals tingueren un periple molt complicat, com explica
molt bé Serge Le Pottier [8]. Després de diverses vicissituds, el 24 de setembre
de 1801, 'urna funeraria fou collocada al peu d’'una columna al costat de I’Ar-
bre de la Llibertat de Tours amb la inscripcid: «Profond géometre, un ingénieur
habile et un intrépide général républicain.»

El 6 de mar¢ de 1804, el govern ordena destruir tots els arbres de la Llibertat,
il'urna fou traslladada a ’Ajuntament.

No fou fins al 1887 que I'alcalde de Tours, el doctor Fournier, encarrega una
estatua de Meusnier, que s'inaugura solemnement a Saint-Symphorien, avui
un barri de Tours. L'any 1902, a causa de les obres del tramvia, el bust fou
reinstallat al Parc Mirabeau, i posteriorment als jardins de la Prébende d’Og,
on, el 13 de desembre de 1902, es dipositen a la seva base les restes mortals del
general Meusnier.
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Monument a Meusnier, a Tours.

Memoria sobre la curvatura de les superficies

El treball més important de Jean-Baptiste Meusnier en el camp de la geometria
diferencial és el que va llegir a I’Academia els dies 14 i 21 de febrer de 1776,
titulat Mémoire sur la courbure des surfaces [10]. No fou publicat fins al 1785,
i Meusnier el signa com a Lieutenant en premier, Surnumeéraire au Corps Royal
du Génie, Correspondant de I’Académie. De fet, és I'inic treball de Meusnier
propiament dedicat a la geometria diferencial.



&,
MEMOIRE
LA COURBURE

' DES SURFACES,

Par M. MEUSN IER, Lieutenant en premier,
Surnuméraire au Corps Royal du Géme , Corref~
pondant de I Académie.

Lu A UAcADEMIE LEs 14 ET 21 FEVRIER 1776.

El treball esta dividit en 39 seccions, al llarg de les quals es plantegen i reso-
len els cinc problemes segiients:

PROBLEMA I

1. Determinar les diferents posicions que pot tenir el pla tangent res-
pecte d’'un element de superficie.

PROBLEMA II

15. Determinar el radi de curvatura de la seccié feta en un element
de superficie per un pla qualsevol de posicioé donada.

PROBLEMA III

34. Determinar quines son les superficies que tenen els dos radis de
curvatura iguals.



PROBLEMA IV

35. Entre totes les superficies que es poden fer passar per un perime-
tre donat, format per una corba de doble curvatura trobar aquella
que tingui area minima.

PROBLEMA V

38. Trobar l'equacio general de les superficies desenvolupables.

Donem a continuacié una traduccié comentada d’aquest important treball.

“Es refereix a corbes guerxes de I'espai, les dues curvatures fan referéncia a curvatura i torsio.
Recordem que una corba és plana sii només si la torsio és zero.



Memoria
sobre
LA CURVATURA DE LES SUPERFICIES

Per M. MEUSNIER Lieutenant en premier, Surnuméraire au Corps Royal du
Génie, Correspondant de I’Académie.

LLEGIT A L'ACADEMIA ELS DIES 14121 DE FEBRER, 1776.

La teoria de la curvatura de les linies corbes es basa en aquesta propietat:
que cadascun dels seus elements es pot considerar com una porci6 de cercle,
és a dir, com a generat per la rotacié d'un punt. L'objectiu d’aquesta memoria
és trobar una manera de generar les superficies que sigui igualment adequada
per a cada element de superficieﬂ Es veu fins a quin punt la solucié d’aquest
problema ha de facilitar la resposta a totes les qiiestions relatives a la forma
d'un element de superficie i, per tant, a la qliesti6 de la curvatura, ja que no es
demana res més.

El procediment que seguirem en aquesta recerca és completament analeg
al que s’ha seguit en el cas de les linies. En efecte, heus aci com s’ha raonat:
la curvatura d’una linia és, evidentment, allo que fa que, d’'un punt a un altre,
la tangent canvii de posicio, i com més considerable sigui aquest canvi, més
podem dir que la curvatura és gran. Per tant, si s'imaginen dues tangents en
dos punts infinitament proxims, I’angle format per aquestes tangents mesura la
curvatura de I'element compres entre aquests dos punts, i I'expressié d’aquest
angle conté tota la teoria de la curvatura. Ara bé, s’ha observat que aquesta
férmula depén tnicament de les equacions en derivades primeres i segones
de I'element en qiiestio; d’aqui es dedueix que una corba tangent a aquest ele-
ment, que tingui en el contacte la mateixa equacio en derivades segones, tindra
també la mateixa curvatura. Pero sempre és possible assignar un cercle que tin-
gui aquesta propietat; per tant, es pot considerar tot element de corba com una
porcié d'un cert cercle.

De manera analoga, diem nosaltres, la curvatura d'una superficie consisteix
en el fet que el pla tangent varia d'un punt a un altre: aixi, la curvatura d'un
element de superficie depen de la férmula que expressa el canvi del pla tangent
en tots els punts d’aquest element. Pero veurem ben aviat que aquesta férmula
depen directament de les equacions en derivades primeres i segones; per tant,

SLexpressi6 «element de superficie», que Meusnier utilitza aqui i sovint al llarg del text, fa

referéncia a una porci6 infinitesimal de superficie.
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una superficie tangent a 'element tindra en el contacte la mateixa curvatura
que aquest si comparteix la mateixa equacio6 en derivades primeres i segones, i
I'element en qiiestié es podra considerar com a part d’aquesta superficie.

Aixi, el nostre problema es redueix a trobar una superficie que tingui la pro-
pietat analitica que acabem d’enunciar i tal que la seva generacio sigui cone-
guda i simple, ja que aixi es podra atribuir la mateixa generaci6 a I'’element en
qiiestio.

El senyor Euler ha tractat aquesta mateixa materia en una molt bona me-
moria, impresa el 1760 entre les de ’Academia de Berlinﬁ Aquest illustre geo-
metra presenta la qiliesti6 d'una manera diferent de la que acabem d’exposar:
fa dependre la curvatura d'un element de superficie de la de les diverses sec-
cions que es poden obtenir tallant-la amb un pla. Per aixo comenca per de-
terminar el radi de curvatura d'una secci6 feta en un element de superficie per
un pla qualsevol. Tot seguit restringeix aquesta determinaci6 al cas en que el
pla tallant és perpendicular al pla tangent a I’element considerat, i descobreix
aquesta bella propietat: que, entre tots els plans tallants en aquesta situacio, el
que dona la secci6 de curvatura maxima forma, amb el que dona la secci6 de
curvatura minima, un angle recte, sigui quina sigui la naturalesa de la superfi-
cie considerada. Finalment, fa veure que els radis de curvatura d’aquestes dues
seccions son suficients per determinar tots els altres; i en conclou que es conei-
xera la curvatura d'un element de superficie tan bon punt es conegui aquesta
curvatura en els dos sentits on és maxima i minima.

Es clar que la qgiiesti6 de la curvatura esta resolta en aquesta memoria del
Sr. Euler; aixi, només pretenem presentar aqui la mateixa qiiestié des d'un altre
punt de vista, fent-la dependre d'una propietat interessant: el fet que hi ha una
generacio que és adequada a tot element de superficie. A més, en aquesta teoria
faltaven diversos resultats importants que nosaltres aportem aqui.

PROBLEMA PRIMER

§1. Determinar les diferents posicions que pot tenir el pla tangent en tots els
punts d’'un element de superficie.
SoLrucIo. Sigui A (fig. 1) un punt de I'’element en qiiestio, i prenguem en el

SEs refereix a [3]. En aquest treball apareix la famosa férmula d’Euler per a les curvatures
normals, que Meusnier comenta tot seguit.
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Figura 1: Figura 1 de Meusnier.

pla tangent a aquest element dos eixos AB, AC perpendiculars entre siﬂ sigui
AD un tercer eix, perpendicular als altres dos, i considerem la superficie a la
qual pertany I'’element proposat, representada per una equaci6 expressada en

“Com que la figura 1 pot resultar una mica confusa, n’aclarim una part. ABC és el pla tangent
ala superficie en A; N és un punt de la superficie, i AD és la normal a la superficie en A.

D T

P~y M

A

Figura 2: Detall de la figura 1 de Meusnier.
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coordenades paralleles als tres eixos. Per a un punt N d’aquesta superficie,
designem AP, PM, MN les seves tres coordenades, que anomenarem respec-
tivament u, v, . Suposem que tenim

dt = Udu+Vdv,
dU = U'du+V'dvy,
dv = V'du+ydy,

amb U, V, U’, V', y funcions de u i UEI
Dit aix0, si anomenem u/, v/, ¢’ les coordenades d’'un punt qualsevol del pla
tangent a la superficie en el punt N, I'equaci6 d’aquest pla es pot escriureﬂ

t-Uu-Vv=t-0u-V7. 1)

Suposem ara que el punt N esdevé infinitament proxim al punt A i examinem
que passa amb I’equaci6 del pla tangent.
Per a aix0, anomenem e, f, g respectivamendr_ol els valors que prenen en el

8Aqui simplement es deriva l'equaci6 de la superficie t = t(u, v). Aixi:

ot ot
Uuv) = —(u,v), Viu,v)=—(u,v),
ou ov
Uuv) = i(u v) V'(u,v) —ﬁ(u v) (u,v) = ﬁ(u v)
I /- = dugy e TS Gt v

9El pla tangent a la superficie en el punt N = (u,v,t(u,v)) esta generat pels vectors
(1,0,U(u,v))i(0,1,V(u,v)), de manera que el vector normal al pla és (-U (u, v), -V (u, v),1).
Aixi, un punt de coordenades (¢, V', ') pertany al pla tangent en N si i només si

<(u’_ u, U’_ v, t, - t)) (_U(u) U)y_V(uy U)r 1)) = O)
és a dir,

—d Uu,v)-vVu,v)=t—uU(u,v)—vV(uv).

19Canviem aqui la notacié de Meusnier, ja que avui dia s’acostuma a utilitzar e, f, g en aquest
ordre per als coeficients de la segona forma fonamental. Ell usava c, e, f en aquest ordre.
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punt A les funcions U’, V/, y, de manera que en el punt A tindren‘E-]
dU=edu+ fdv;, dV=fdu+gduv.
Aixi, 'equacio6 en diferéncies{r_zl segones, que generalment és
ddt=Uddu+Vddv+U'du®+2V'dudv+ydv?
esdeVéB en el punt A
ddt=edu’+2fdudv+gdv? )

ja que, com que la nostra superficie és tangent al pla ABC en el punt A, es
compleix que U(0,0) = V(0,0) =0.

Ara bé, com que les coordenades AP, PM, M N s6n infinitament petites, les
podem substituir a I’equacio6 del pla tangent per les seves diferencies. Alesho-
res, el primer membre d’aquesta equacio6 esdevé dt—U du—V dv, que s'anulla,
ja que, en general, dt = Udu + Vdvjf] Pel que fa al segon membre, com que

Concretament:
’ au ’ ’

®
Il

V'(0,0) = ﬁ(o 0)
T duov

~
Il

(00)_62t(00)
YO =520

oq
|

115 utilitza la mateixa notacié dU tant per a la funcié com per a la seva diferencial en A.

12Meusnier fa servir aqui, i en altres llocs del text, la paraula “différences”, que he traduit per
“diferencies” o “derivades”, segons el context.

13Vegeu equaci6 al’apéendix.

14g’esta aplicant 'equacio del pla tangent en un punt v de coordenades infinitament petites
(du,dv), de manera que ¢ = t(du, dv). Lequacio és, doncs,

tdu,dv)-U(du,dv)du-V(du,dv)dv=1t -U(du,dv)u —V(du,dv)v'.

Substituint les funcions ¢, U, V pels seus desenvolupaments de Taylor a I'origen (on totes
s’anullen), concretament:

t(du,dv) = U(0,0)du+V(0,0)dv+termes d ordre superior,
U(du,dv) = edu+ fdv+termesd ordre superior,
V(du,dv) = fdu+ gdv+termes d ordre superior,

obtenim la igualtat (3) afectada per termes d’ordre superior com (du)?, (dv)?, etc.
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U iV son nulles en A, les podem substituir per les seves derivades, de manera
que 'equacio (I) del pla tangent esdevé

t!'=u' (edu+ fdv)+v (fdu+gdv), 3)

en la qual les diferencies du, dv expressen les coordenades AP, PM del punt v
on es calcula aquest pla tangent.

Com que els coeficients de «/, v’ son infinitament petits en aquesta equacio,
se'n dedueix que a coordenades «/, v’ finites correspon una ordenada ¢’ infini-
tament petita, és a dir, que el pla tangent en v forma amb el pla BAC un angle
infinitament petit.

Aquest angle mesura quant ha canviat el pla tangent entre el punt A i el
punt v. Aixi, donada I'expressi6é d’aquest angle, sigui quin sigui el punt v, la
curvatura de '’element de superficie quedara determinada en totes les direcci-
ons possibles. Ara bé, és sabut que donada I’equacié d'un pla de la forma que
hem vist, el sinus de ’angle que fa aquest pla amb el pla horitzontal, és I'arrel
quadrada de la suma dels quadrats dels coeficients d’aquestes coordenades en
I'equacio del plaE]

Per tant, com que I’angle que busquem és infinitament petit, el podem apro-
ximar pel seu sinus i tindre

==\/(edu+ fdv)?+(f du+gdv)2. @)

C.Q.ET]

COROLLARI PRIMER

§2. Si imaginem una superficie tangent en A al pla BAC que tingui, en el
punt de contacte, la mateixa equacio6 (2) en derivades segones —€s a dir, per a

15Es veu facilment que donat un pla de la forma ¢’ = au’ + bv’, amb a, b infinitésims, el sinus
de 'angle que forma la normal al pla, (a, b, —1), amb la normal al pla horitzontal (0,0, 1) és

VZ 1 b2
_varrb =Va?+b2
V1+a?+b?

16Com que hem usat el desenvolupament de Taylor I'expressié més precisa de I'angle seria
E=v/(edu+ fdv)?+(fdu+gdv)?+O0(|(du,dv)|3). Vegeu la férmula de l’Apéndix@
1”He mantingut I'expressié Ce Qu’il Fallait Trouver.
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la qual les quantitats e, f, g siguin les mateixes que aqui- és clar que I’equacio
del pla tangent en el punt v i 'expressid de 'angle = seran identiques a les de
I'element de superficie que estem considerant, sigui quin sigui el punt v.

Per tant, tota superficie tangent a l'element de superficie donat i que tingui
en el punt de contacte la mateixa equacié en derivades segones tindra també la
mateixa curvatura.

COROLLARI II

§3. Per tant, la superficie d’equaci6

_eut+2fuv+gr
- 2

5)

té, en el punt A, la mateixa curvatura que la superficie inicial, ja que hi és tan-
gent i, en derivar-ne I'’equacio, dona la mateixa expressié en derivades segones.

Aixi, tot element de superficie pot ser considerat com una part d’aquesta
superficie quadratica d’equacié donada a (5).

COROLLARI III

§4. Sigui N un punt de la superficie que estem considerant; tracem en el
pla BAC una linia qualsevol AG, i des del punt M tracem la perpendicular M p
a AG; transformem, aleshores, I'equaci6 respecte de les noves coordenades

Ap,pM[
Per a aix0 introduim la notaci6 segiient:

@p=/CAG, Ap=u', pM=V,

i continuem denotant M N per tff_g] des del punt p tracem pgq, pr paralleles

18per eliminar el terme uv de I'expressié és ben sabut que cal fer, en el pla u, v, un gir
d’angle ¢ donat per la condicié tan(2¢) = %. Meusnier repeteix aqui els arguments habituals
que porten a aquesta conclusio.

9Recordem AP = u, PM = v.
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[ ——

Figura 3: Canvi de coordenades.

als eixos AB, AC; els triangles Apq, pr M donaran
Aq = Ap-cos(CAG) = ucose,

pg = Ap-sin(CAG)=u'sing,
pr = pM-sin(CAG) = v'sing,
rM = pM-cos(CAG) = v'cos g,

per tant, com que AP = Aq — pr, PM = pg + r M tindrem
u = u'cosgp-1v'sing,
v = u'sing+v cosg.
Posant ara els valors de u i v al’equacio6 (5) obtenim
= 1(e(u’cos —v'sing)? +2f (1 —V'si ' si !
2 @—vsing f(u cosp—v'sing)(u sing + v cosp)
+ g(u'sing + v cosp)?)

1
= u?(ecos®p + fsin(2¢p) + gsin? <p)§
1
+ v”?(esin® @ — fsin(2¢) + gcos® ('0)5

+ u’v’(f(coszq) —sin®¢) - (g—e) sin(pcos<p).
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Fem de manera que el terme que conté el producte u'v’ de les coordenades
desaparegui; per a aixo, posem f(cos? @ —sin? @) — (g —e)singcos¢ = 0, és a dir
2
tan(2¢) = —f,

ila nostra equaci6 queda de la forma
1
t = u(ecos’@+ fsin(2p) + gsin® (p)i
1
+ v"?(esin’ @ — fsin(2¢p) + g cos® (P)E' 6)

Llavors és evident que la superficie és simetrica respecte de l'eix AG, ja que tant
si v/ és positiu com negatiu, el valor de ¢ és el mateixF_U]

§5. Per tant, si es traca una linia AG tal que tan(2¢) = %, la nostra super-
ficie sera simetrica respecte d’aquesta linia. Pero aquesta equaci6 dona per a
2¢ dos valors que difereixen entre ells de 180°, és a dir, tenim per a ¢ dos valors
que difereixen en 90°, o, per a AG, dues posicions perpendiculars entre si. Exis-
teix, doncs, encara un eix /L, perpendicular a AG, respecte del qual la nostra
superficie també és simetrica. Com que tot el que diem d’aquesta superficie es
pot afirmar de 'element de superficie en qiiesti6, se’'n segueix que tot element

de superficie és simetric de manera que pot ser dividit en quatre parts semblants.

§6. Es clar que la superficie de la qual hem parlat fins ara tindra la mateixa
equacio en diferencies segones que l'’element de superficie en qiiestio, siguin
quins siguin els eixos respecte dels quals es consideril’equaci6; per tant, si dife-
renciem dues vegades 'equaci6 (@) i fem u' = 0, v’ = 0, I'equacié a que arribem
per aquest mitjaﬂ

ddt = du”(ecos®p+ fsin(2y) + gsin® @)
+ dv”(esin® g — fsin(2¢p) + g cos’ @), (7)

sera també '’equacio en diferencies segones del nostre element de superficie,
respecte dels eixos AG, I L.

20Aquest eix AG és, en llenguatge actual, una direccié principal. Largument sobre el signe de
v/, potser una mica mal expressat, val igual per al signe de v/, perd Meusnier no ho diu aqui,
sind que ho deixa per a I’apartat segiient.

2INomés cal observar que dd(u'?) = du'du') = 2(du')?> + 2u'ddu’. T aquest darrer terme és
zero ja que estem en un punt amb ' = 0. Mateix argument per a ddv'?.
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TEOREMA

§7. Tot element de superficie es pot considerar com generat per la rotacio d'un
petit arc de cercle al voltant d’'un eix parallel al pla tangent a aquest element.

DEMOSTRACIO. Sigui fEF (fig. 1) un eix parallel al pla BAC que talla I'eix
AD en E i tal que la seva projeccioé cau sobre AG; sigui kAh un arc de cercle
tangent en A a la linia AG, tal que el seu pla passi per EF: suposem que aquest

\\ eix derotacio
S

direccié prindgal

G

Figura 4: El tor que aproxima.

arc de cercle, en girar al voltant de EF, genera una superficie de revoluci6. El
teorema restara demostrat si es pot mostrar que és possible assignar al radi de
I'arc kAh iala distancia EA uns valors tals que la superficie aixi generada tin-
gui, en A, la mateixa equacio en derivades segones que I'’element de superficie
donat; ja que llavors es podra considerar com a part d’aquesta superficie i, per
tant, com a generada de la mateixa manera.

Sigui, doncs, el radi de 'arc kAhigualari EA= p@ Afirmo que la super-
ficie generada per I'arc kAh és clarament simeétrica tal com s’ha enunciat més
amunt: la seva equaci6 en diferéncies segones és, per tant, de la mateixa forma
que I'equacié (7), és a dir, ddt = Adu'> + Bdv".

§8. Per determinar A i B, remarquem que, si tallem la superficie de revo-
luci6 en qiiestié amb un pla vertical que passi per AG, la secci6 seral'arc kAh;

22Es ben sabut que els radis de curvatura principals d’'un tor de revolucié, en els punts del
parallel més gran, son iguals al radi de la circumferéncia generatriu i al radi d’aquest paral-
lel. Observem que aqui es defineixen r i p com un radi i una distancia — quantitats, per tant,
positives —, pero els calculs conduiran a expressions per a r i p que poden ser negatives.
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aixi, si fem dv’ = 0 en la nostra equaci6, aquesta esdevé I'equacio en diferéncies
segones de I'arc kAh, és a dir,

d uIZ

r

ddt= Adu’? =

Per tant, A = % Analogament, si tallem la superficie amb un pla vertical que
passi per IL perpendicularment a AG, la secci6 sera un arc i Ab, de radi EA = p.
Per tant, si posem du’ = 0 en ’equacio anterior, ha de correspondre a ’equacio
d’aquest arc, és a dir,
d le
ddt=Bdv*=—.

Per tant, B = %. Aixi, 'equacié en diferéncies segones de la nostra superficie de
revolucio és

dulz d UIZ
+

roop

ddt= 8)

§9. Ara, com que aquesta equacio ha de coincidir amb la del nostre element
de superficie, igualem-la terme a terme amb 1’equacié (7). Tindrem

1 - 2 2fsin(2
- = ecos? g+ fsin(2p) + gsin® ¢ = (e+g)+(e g)cozs( @) +2f sin( (p)’
! —(e- 2¢) = 2f sin(2
— = esin’g- fsin(2p)+gcos’p = (e+g8)—(e g)coz's( ¢) —2f sinyp)
P
Pero I'equacio tan(2¢) =2f/(e— g) dona
e—g 2f

cos(2p) = sin(2¢) =

J_r\/(e—g)2+4f2,

Substituint aquests valors, tindrem

i\/(e—g)2+4f2'

2 2
r= =

, P= :
et+tg+t/(e—g?2+4f? e+g8F\(e—g)?2+4f?
Heus aqui, doncs, quines han de ser les quantitats r i p perque la generaci6
que hem enunciat sigui adequada per a I’element que estem considerant.

§10. Observem ara que el radical que apareix en les expressions de r i p és
una suma de dos quadrats i, per tant, necessariament positiu; que les expressi-
ons de sin(2¢) i cos(2¢) es troben sempre entre —11i 1, i que, en conseqiiencia,



20

els nostres resultats no poden ser mai imaginaris. Aixi, el nostre teorema és
valid en tots els casos.

C.Q.EDP

§11. Es clar que la posici6 de I'eix de rotacié6 queda ara determinada, ja
que la seva projeccio sobre el pla BAC és expressada per I'equaci6 tan(2¢) =
2f/(e—g),idisposem de l'’expressio de E A, és a dir, de la distancia a aquest pla.
Res no és, per tant, més facil que expressar aquesta posicié mitjancant dues
equacions analogues a les que s’utilitzen per representar una corba a 'espai.
Per a aixo, siguin u, v, t les coordenades dels punts de I'eix de rotacio; tenim,
evidentment, que per a tots aquests punts, t = EA=p, iamés, % = tan; pero

_ 1+5sin(2¢) — cos(2¢)
~ 1+sin(2¢) +cos(2¢p)’

tan

Substituint p, sin(2¢) i cos(2¢) pels seus valors, s'obtenen, per al’eix de rotacio,
les equacions segiient

2 v_—le-g@*V(e-g*+4f?
crgF Ve griAR U 2f '

§12. Hem vist (§5) que hi ha dos valors de ¢ que s6n igualment valids, és a
dir, dues posicions possibles per a AG, o per a la projeccio de 'eix de rotacio.
Hi ha, doncs, dos eixos, amb projeccions perpendiculars entre elles, cadascun
dels quals és adequat per a la generaci6 de I'’element de superficie.

Aix0 és el que signifiquen els dobles signes que apareixen en les expressions
dels valors de r i p, aixi com en les equacions anteriors: si el signe superior
correspon a l'eix EF, el signe inferior correspondra a un altre eix ¢e®, que talla
I'eix AD en e (fig. 1), de manera que el segment Ae és igual al radi de I'arc kAh.
Al voltant d’aquest segon eix, I’arc i Al, de radi igual a E A, generara també, en
girar, '’element de superficie en qiiesti6.

= (9)

23He mantingut I'expressié Ce Qu'il Fallait Démontrer.

24pquestes direccions, segons la construccié realitzada, s6n les direccions principals. Avui
dia és sabut que el pendent que formen aquestes direccions respecte de les coordenades ini-
cials (I'angle que hem anomenat ¢ i ¢ + 7/2) sén les arrels de 'equacié fx*> - (g—e)x—f =0
(Vegeu per exemple, Notes sobre corbes i superficies, p.149 i p.151. https://mat.uab.cat/
web/agusti/wp-content/uploads/sites/13/2022/05/2018GeoDif . pdf).


https://mat.uab.cat/web/agusti/wp-content/uploads/sites/13/2022/05/2018GeoDif.pdf
https://mat.uab.cat/web/agusti/wp-content/uploads/sites/13/2022/05/2018GeoDif.pdf
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§13. Finalment, remarquem que, sigui quin sigui el signe que prenguem,
les expressions de r i p no canvien en absolut; és per aixo que, a partir d’ara,
adoptarem el signe superior i escriurem

2 2
e+g+\/(e—g2+AafZ P= e+g—\/(e—gl+Aaf2

§14. Aquesta és, doncs, la generacio propia de tot element de superficie que
ens proposem determinar. Com es pot veure, aquesta generacio simplifica no-
tablement la qiliesti6 de la curvatura, ja que fa dependre la forma de tot element
de superficie de dues quantitats: r i p. Per aquest motiu, anomenem aquestes
dues quantitats radis de curvatura de les superficies. A continuaci6, examina-
rem les diferents formes que pot prendre un element de superficie segons els
diversos valors de r i p.

Per tal d’entendre com apareixen els nostres dos radis de curvatura en la
memoria del Sr. Euler —i per aportar alhora més llum sobre aquesta materia-,
resoldrem el problema segiient.

r =

PROBLEMA 11

§15. Determinar el radi de curvatura de la seccio produida en un element de
superficie per un pla qualsevol de posicio donadaF_g]
SoLuciIo. Siguin (fig. 2) AL, AG, AD els mateixos eixos que a la figura 1,

Figura 5: Figura 2 de Meusnier.

25 Aquest és el metode emprat per Euler a [3] per estudiar superficies, tal com ja ha comentat
Meusnier a la introducci6 d’aquest article.
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és a dir, que I'’element de superficie que considerem és simetric respecte dels
eixos AL, AG@ Sigui N un punt de la superficie a la qual pertany I'’element, i
siguin AP,PM, M N les coordenades d’aquest punt.

Suposem que AQ sigui la intersecci6 del pla LAG amb el pla que talla I'e-
lement, i sigui AN la corba segons la qual la superficie és tallada. El problema
que ens proposem consisteix a trobar el radi de curvatura de la corba AN en el
punt A.

Per fer-ho, tracem des del punt N la perpendicular NQ a AQ, unim els punts
Qi M per la recta QM, 'angle MQN mesurara la inclinacio del pla que talla.
Considerem AQ, QN com les coordenades de la corba AN en el seu pla. Amb
aquestes definicions, mantenim les denominacions AP = u/,PM = v/, MN = t,
i definim AQ = x;QN = y;a = ZQAG,0 = /ZNQMF|

Recordem que (8), I'equaci6 en diferéncies segones de 1’element es pot po-
sar com

dulZ d UIZ

roop

ddt =

(10)

Ara, mitjancant els triangles AgQ, Qr M, i seguint el mateix procediment em-
prat en el corollari tercer del primer problema, obtenim

AP = AQ-cosa—QM:-sina,
PM = AQ-sina+QM-cosa,

Z6Reprodueixo la figura 2 remarcant el pla que talla i la situacié en el pla AGL.

Q

R ———

Figura 6: Aclariment a la figura 2 de Meusnier.

270bservem que, per construccié, MQ és perpendicular a AQ.
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i, del triangle QN M, n'obtenim
QM = (QN-cosw,
MN = (QN-:sinw.

Substituint el valor de QM en les dues igualtats, i traduint tot segons les nostres
denominacions (inclosa la que dona el valor de M N), tenim

u = xcosa-ycoswsina,

' = xsina+ycoswcosa,
t = ysinw.

Diferenciem ara aquestes equacions per a una porcio infinitament petita de la
corba AN en A, tot observant que dy = 0; @ com que la corba AN és tangent
en A alarecta AQ, tindre

du' = dx-cosa,

dv' = dx-sina,

ddt = ddy-sinw.

Substituint aquests valors de du/,dv’, ddt al’equacié6 (10), obtenim

2 i 2
cos“a+rsin-a
— P dxz’

dd
Y rpsinw

que és ’equacio en diferencies segones de la corba AN en el punt A.
D’altra banda, si denotem per ds I'element de longitud de la corba AN, i
per R el seu radi de curvatura en un punt qualsevol, tenim en generaﬁ_G]

R= ds®
dxddy’
28La corba d'interseccié entre la superficie i el pla donat es pot escriure com y = y(x), i és
) . y'(x)
sabut que la curvatura d'una tal corba és expressada per k(x) = —————. Com que la
(V1+y' (0?3

corba és tangent al pla r = 0 en x = 0, tenim »’(0) = 0, i la curvatura de la corba intersecci6 al
punt A val, per tant, y"(0).
29Recordem que les diferéncies es poden interpretar com derivades a I'origen, de manera que
/ 2 2
tenim d_l;c\xzo =cosa, Gt o %m:o = %\xzo
0Com que ds=(1+y?)"?dx, dy = y'dx, ddy = y"dx?, 1a férmula habitual del radi de cur-
vatura esdevé

=sina, sinw.

1+ yH32 (dsldx)?® ds®

R = = .
" ddyl(dx)? dxddy




24

Com que dx el suposem constant (som mestres en fer-ho), i al punt A tenim
ds = dx, resulta que

3 dx?
- ddy’
Substituint el valor de dd y, obtenim@
R= rpsinw obé, R= 2rpsinw

pcos?a+rsin‘a’ r+p—(r—-p)cosa)’

C.Q.ET

§16. Restringim-nos, com fa el Sr. Euler, al cas en que el pla que talla és
perpendicular al pla tangent, i cerquem el maximum i el minimum de R. Com
que sinw =1, el valor de R esdevé

R= 2rp
Cr+p-(r—p)cosa)’

Com que el numerador d’aquesta expressio €és constant, per obtenir el maxi-
mum o el minimum, n’hi ha prou amb igualar a zero la derivada del denomina-
dor, la qual ens dona sin(2a) = 0. Per tant, cos(2a) = +1, valors que, substituits
al’expressié de R, donen R = r o R = p. Una d’aquestes expressions correspon
al maximumil’altra al minimum.

Aix0 ens mostra que els nostres radis de curvatura son, en realitat, el major i
el menor dels radis de curvatura de les seccions fetes a l'element de superficie per
plans perpendiculars al pla tangent.

§17. El resultat cos(2a) = +1 dona a = 0 o @ = 90°, cosa que demostra la
propietat establerta pel Sr. Euler: els dos plans que donen la maxima i la mini-
ma curvatura son perpendiculars entre ells.

§18. En lloc de considerar els plans que tallen perpendicularment 1’ele-
ment, és a dir, els que passen per la normal, considerem tots els que passen per
una mateixa recta AQ, situada en el pla tangent. Per a tots aquests plans, I'angle
a és el mateix; podem, doncs, escriure I'expressi6 general del radi de curvatura
en la forma R = Hsinw on H és una constant. Entre tots aquests plans, n’hi
ha un que és perpendicular al pla tangent, i que compleix, per tant, sinw = 1.

310bservem que la férmula anterior per a R, en el cas w = 7/2, invertint-la i dividint entre

rp, dona la famosa férmula d’Euler per a les curvatures normals, que en notaci6 actual s’escriu

com ky(a) = k; cos? a + ky sin® a.
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Si anomenem R’ el radi de curvatura de la secci6 feta per aquest pla, tindrem
R’ = H. Per tant, R = R'sinw, equaci6é que mostra que, donat el radi de curva-
tura de la seccio feta pel pla perpendicular al pla tangent, els radis de curvatura
de totes les altres seccions estan determinats per una relacié independent de la
naturalesa de la superficieF_Z]

Si ens imaginem una esfera tangent en A al pla LAG i en diem R” el seu ra-
di, aquesta esfera és també tallada pels mateixos plans que el nostre element de
superficie. Denotant per R el radi de curvatura d’'una secci6 qualsevol d’aques-
ta esfera, és evident que, com abans, R = R” sinw, ja que el pla perpendicular al
pla tangent talla I'esfera en un meridia, el radi del qual és R".

Per tant, si R’ = R”, tant per a l’esfera com per a I’element de superficie, tin-
drem R = R’sinw. D’aix0 se’'n desprén aquesta propietat curiosa: Si tallem un
element de superficie per un pla perpendicular a ell, i imaginem una esfera tan-
gent a la superficie amb radi igual al radi de curvatura de la seccié considerada,
qualsevol altre pla que passi per la interseccié d'aquest primer pla amb el pla
tangent determinara, tant sobre l'esfera com sobre la superficie, seccions d’igual
curvatura.

Passem ara a examinar les diferents formes que pot tenir una superficie se-

32Aquesta igualtat fou coneguda durant molt de temps com el Teorema de Meusnier. Es ci-
tat, per exemple, per Siméon-Denis Poisson el 1832 a [14]. El 1848, Ossian Bonnet el cita i en
dona una nova demostraci6 a [I]. Avui dia, pero, quan es parla del Teorema de Meusnier, es fa
referéncia a una petita generalitzacié d’aquest resultat: s’aplica a corbes arbitraries sobre una
superficie (no necessariament seccions planes, com en el cas original de Meusnier) que tenen
en un punt P el mateix vector tangent.

Concretament, el Teorema de Meusnier afirma actualment que, si dues corbes sobre una su-
perficie tenen el mateix vector tangent en un punt P, llavors tenen la mateixa curvatura normal
en aquest punt. Com que una d’aquestes corbes pot ser la corba seccié normal, s’obté la relacié
kcosa = ky, on k és la curvatura de la corba c(¢) en el punt P = ¢(0) (com corba de I'espai), a
I'angle entre la normal principal de la corba i la normal v a la superficie en P, i k;, la curvatura,
també en P, de la seccié normal determinada pel pla que passa P i és generat per v i ¢’ (0).

Aquesta generalitzacio resulta senzilla un cop es coneixen bé 'endomorfisme de Weingarten
W i la segona forma fonamental 11, conceptes molt posteriors a Meusnier, ja que només cal
veure que corbes sobre la superficie amb el mateix vector tangent en P tenen també la mateixa
curvatura normal en P. En efecte, tenim

kn=1(c",vy=—(' V)=, Wcy=11(, ¢,

un resultat que mostra que k, només depen el vector tangent ¢’(0) de la corba.
Un dels primers llocs on apareix aquesta versio és en el treball de G. Ricci, de 'any 1898, [15],
p.284, on en dona una demostraci6 fent servir el seu “calcul diferencial absolut”.
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gons la seva curvatura, i donem les caracteristiques analitiques que permeten
reconeixer-les.

§19. Les expressions que hem trobat per als radis de curvatura poden ser
tant positives com negatives. Per tal d’esbrinar quina forma ha de tenir l'ele-
ment de superficie al qual pertanyen, reprenem la férmula

3 2rpsinw
Cr+p-(r-p)cosa)’

que dona el radi de curvatura d'una secci6 qualsevol, i la reescrivim en la forma

R 2rpsinw
"~ r(l1-cosa)) + p(1 +cos(2a))’

Dit aix0, o bé r i p son positius, o bé s6n negatius, o bé tenen signes contra-
ris.

§20. En el primer cas, el denominador de R és sempre positiu, ja que els
coeficients de r i p ho son per a tot valor de a. Per tant, el valor de R és sem-
pre positiu. D’aix0 se’n deriva que, en aquest cas, dins de I'’element considerat
nomeés es poden obtenir seccions concaves, és a dir, que |’element mateix és
concau.

§21. Sirip sén negatius, el numerador de R continua essent positiu; pero el
denominador és negatiu, ja que els coeficients de r i p s6n sempre positius. Per
tant, en aquest cas, totes les seccions que es poden fer a I’element de superficie
son convexes, €s a dir, I’element mateix és convex.

§22. Reprenem les expressions dels radis de curvatura r i p que hem donat
a §13 i transformem-les com segueix:

2 2
- e+g+ \/(e+g)2+4(f2—eg)’ = e+g—\/(e+g)2+4(f2—eg)’

r

i remarquem que el seu producte val
-1
f?-eg

Dit aix0, en els dos casos que acabem de detallar, en que r i p tenien el
mateix signe, el seu producte és positiu i, per tant, f2 —eg < 0. Es clar, a més,

rp=
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que si e + g és positiu, llavors r i p seran positius, i viceversa. Es a dir, que la
condici6 de concavitat és e+ g > 0, i la de convexitat és e + g < 0, sempre que al
mateix temps tinguem f? —eg < 0.

§23. Ens falta examinar el cas en qué els dos radis de curvatura son de signe
contrari. Es evident, en primer lloc, que rp ha de ser una quantitat negativa,
i per tant f2 — eg > 0; a més, sigui quin sigui el signe de e + g, r sera sempre
positiu i p negatiu. Ara escrivim el valor de R aixi:

(=)
:f—g —cos(2a) .
En el cas que tractem, on r és sempre positiu i p negatiu, r — p és una quantitat
positiva; per tant, la fraccio que apareix al numerador sera sempre negativa, ja
que rp ho és. A més la quantitat :f—ﬁ esta entre els limits +1 i —1, a causa dels
signes oposats de r i p. Segons els valors de a, de vegades tindrem cos(2a) >
t—g, i de vegades cos(2a) < :f—p.

En el primer cas, R sera positiu i les seccions fetes a '’element seran conca-
ves; en el segon cas seran convexes. Per tant: quan els dos radis de curvatura sén
de signe contrari, les seccions que es poden fer sobre l'element sén unes concaves
i les altres convexes.

§24. En el pas de seccions concaves a seccions convexes tenim

+
cos(2a):r p’ o0bé R =oo.
r—=p

En resulten, per a @ dos valors que ara construim. Siguin (fig.3) AG, AL els eixos
perpendiculars entre ells, que divideixen simetricament I’element de superficie

F;.3.

Figura 7: Figura 3 de Meusnier.
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que considerem. Des del centre A, es descriu el cercle IKGL de radi = 1; pre-
nem AH = :J_r—p itracem FHE perpendicular a AH. Els dos valors que correspo-
nenal’arc 2a sén GE i GLKF, jaque AH és alhora el cosinus de'un i de I'altre,
i per tant, 'equaci6

r+p

r—p

cos(2a) =

és satisfeta.

Aixi doncs, si aquests arcs es divideixen en dues parts iguals en els punts
N iR, GNiGLR seran els valors de w donats per '’equacié anterior. D’aix0
se'n dedueix que, si es tracen els diametres NQ, RM, qualsevol pla que passi
per aquests diametres donara lloc a una secci6 de curvatura nulla, ja que R =
oo. Per tant: quan els dos radis de curvatura son de signe contrari, hi ha dins
lelement de superficie, dues direccions sobre les quals la curvatura és nulla.

§25. Si es tingués r = oo 0 p = oo, €és a dir, si 'element de superficie es
pogués considerar com una porci6 de cilindre, tindriem AH = :J_r—p = +1. Aixo
significa que els diametres NQ i MR, al llarg dels quals la curvatura és nulla,
es confondrien I'un amb I'altre, o bé amb GK o amb IL. Per tant: quan un dels
radis de curvatura és infinit, no hi ha dins l'element de superficie més que una
sola direccio en que la curvatura és nulla.

§26. Acabem de veure (§23) que, si

r+p

cos(2a) >

és a dir, si cos(2a) > AH, llavors, sigui quin sigui el valor de w, la secci6 feta dins
I'element és concava.

Ara bé, cos(2a) > AH implica @ < GN o bé a > GLR; cosa que vol dir, igual-
ment, que en aquest cas, el pla tallant és dins 'angle M AN i dins del seu oposat
pel vertex. Es, doncs, la part de I'element de superficie compresa entre aquests
dos angles la que és susceptible de donar lloc a seccions concaves. Provarem
igualment que és la porcié compresa dins 'angle NAR i el seu oposat M AQ la
que és susceptible de donar seccions convexes.

§27. Aixi, en aquesta situacio, 'element de superficie no és ni concau ni
convex. Tanmateix, si I'angle M AN és més gran que I'angle NAR, la part que
dona lloc a seccions concaves sera més gran que la que dona lloc a seccions
convexes, i es podra dir, d’alguna manera, que '’element de superficie és més
concau que convex. Es per aixo que 'anomenarem convex-concava.
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Si, al contrari, 'angle NAR és més gran que l'angle M AN, la part de 'ele-
ment que dona lloc a seccions convexes sera més gran que el que dona lloc a
seccions concaves, i 'anomenarem concau-convexa.

En el primer cas, I'angle M AN és obtts; i com que aquest angle té per me-
sura un arc M N igual a GE, se’'n dedueix que I'arc GE és més gran que 90°, i aixi
AH és negatiu. Arabé, AH = :f—z; ameés r — p és necessariament una quantitat
positiva, com ja hem demostrat. Per tant, r + p ha de ser negatiu. Pero,

e+g
fP-eg’
expressi6 que només pot ser negativa si e + g és positiu, ja que hem vist que
f? - eg és positiu en el cas que tractem. Es necessari, doncs, que per tal que un
element de superficie sigui convex-concava, es compleixi e+ g > 0.

En el segon cas, I'angle M AN és agut, i per consegiient, I'arc GE és me-
nor que 90°, és a dir, AH positiu. Per tant, 'element de superficie és concau-
convexa si es té e+ g < 0, sempre que, en aquests dos ultims casos, es compleixi
també f2—eg > 0.

r+p=-

CONCAVA....eeereiirieierienteete et fP-eg<0,ie+g>0.
CONVEXA....cctrnreereiieereenieeeeeeeeaens fP-eg<0,ie+g<0.
Convex-CONncava.........ceeeerveerveennens f?-eg>0,ie+g<0.
Concau-Convexa.....c..ceeeeeveenveennen. fP-eg>0,ie+g>0.

Heus aqui, doncs, per a les superficies, quatre estats de curvatura analegs als
dos que es distingeixen en les linies sota els noms de concavitat i convexitat. Es
clar que tots els casos estan compresos en aquesta classificacio, sempre que s’hi
incloguin aquells en que les quantitats, el signe de les quals determina aquests
diferents estats, son nulles o infinites. Tanmateix, cal remarcar que la diferen-
cia entre la tercera i la quarta situacié és purament analitica i no és perceptible
a la vista: en les superficies, la vista no distingeix més que tres estats de curva-
tura.

Fins ara, hem referit sempre I’element de superficie que consideravem al
pla que li és tangent. Aquest metode, que com es veu és molt comode mentre
només es tracti un sol element, esdevé insuficient quan se’'n volen comparar
diversos i amb més ra6 encara, quan es vol examinar la superficie sencera.

Es per aix0d que, suposant que I’element que ens ocupa esta referit a uns ei-
x0s qualssevol, transformarem les nostres formules amb relaci6 a aquests eixos,
comencant per les quantitats e, f, g de les quals depenen totes les altres.
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Transformacio de les quantitatse, f, g.

§28. Siguin OB, 0C,0D (fig. 4) tres eixos perpendiculars entre ells, i als
quals es refereix la superficie a la qual pertany I'’element que hem considerat
fins aqui. D’aquests tres eixos, dos — OB i OC —s6n horitzontals, i el tercer, OD,
és vertical.

D 4 < -
Cc
g |
i
!
Py 4 % T
o P P
S T
[\ ]
Q R
U -
(4] H B

Figura 8: Figura 4 de Meusnier.

Sigui A un punt de 'element en qiiestio, i suposem que el pla que li és tan-
gent talla, seguint GH, el pla horitzontal BOC. Imaginem, pel punt A, un pla
vertical perpendicular a GH; sigui U el punt on aquest pla talla aquesta linia
i siguin AU, UR les interseccions d’aquest pla amb el pla tangent i amb el pla
BOC, respectivament. L'angle AUR mesura la inclinaci6 del pla tangent.
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o0&~

Figura 9: Aclariment a la figura 4 de Meusnier.

Sigui N un altre punt de la superficie, a partir del qual baixem la perpen-
dicular NM sobre el pa tangent en A; pel punt A tracem Ag parallela a GH
i des del punt M, sigui MP perpendicular a AGE] Afirmo que APPM,MN
son tres coordenades perpendiculars entre elles, mitjancant les quals el punt
N queda referit al pla tangent. Les podem prendre, doncs, com les coordena-
des de que ens hem servit fins ara, i donar-los les mateixes denominacions:
AP=u,PM=v,MN =1t.

Siguin, a més,

0OQ = x; QR=y; RA=z
0S x; ST=y;, TN=Z,;
/OGH = a; ZAUR=w.

338’enten que P pertany a la recta AG.
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Figura 10: Aclariment a la figura 4 de Meusnier.

Transportem l'origen a A; per fer-ho, tracem pel punt A els eixos Ab, Ac, Ad
parallels als primers, de manera que les coordenades del punt arbitrari N, res-
pecte d’aquests eixos, son As=x'—x,st=y' -y, tN=z'-z.

Tracem, des del punt P, en el pla horitzontal bAc, la recta Ptu, que es pot
considerar com la projecci6 horitzontal de P Tracem pel punt M la verti-
cal MF i, en el pla vertical MPF, I'horitzontal ME F_gl Pel punt P tracem Px, Py
paralleles als eixos Ac, Ab, respectivament, i prolonguem st fins que talli la rec-
ta Px en el punt x@

34Es fonamental remarcar que les projeccions ortogonals t, de N, i u, de M sobre el pla ho-
ritzontal passant per P, estan alineades amb P. Aix0 és degut al fet que, essencialment, estem
tallant dos plans ortogonals: el pla horitzontal i el pla PMN.

35He hagut de canviar lleugerament la notacié de Meusnier, ja que en aquest paragraf aparei-
xen les mateixes lletres per designar coses diferents i ’original és dificil de seguir. Per exemple
t designa a cops una coordenada i a cops un punt.

36’angle tPA dela ﬁgura és recte.
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M

Figura 11: Aclariment a la figura 4 de Meusnier.
Dit tot aix0, sigui dz = pdx + qdy 'equaci6 de la nostra superficie i supo-
sem que tenimamés dp =mdx+ndy;dq=ndx+ sdy. Es tindra també
dz' = pdx'+q'dy,
dp' = m'dx'+n'dy,
dg = ndx'+sdy;
per tant, suposant dx’, dy’ constants, E es tindra

ddz =m'dx"* +2n'dx'dy +s' dy". (11)

37 Podem pensar que el punt N = (x/,)',z') s'aproxima al punt A = (x, y, z) tot movent-se per
sobre la superficie. Per aixd, posarem N(s) = (x'(s), y'(s), z'(s)) i pensarem que tenim una corba
N(s) sobre la superficie, amb N(0) = 4, i en calcularem N'(0).

Com que z' = z(x', '), la seva restriccio a la corba N(s) és z'(s) = z(x/(s), y'(s)), la qual, deri-
vada respecte de s en s =0, dona

dz' 0 dx'(s)

< / !
s oco a(x 0),y (O))—ds -

dy'(s)  dx'(s) N day'(s)
ds s:()_ ds s=o ds s:O,

+ %(x/(O) '(0))
0o dy Y

ésadir, dz’' = pdx'+ qdy', ipertant p = p’, g = ¢'. Analogament, esveuque m=m',n=n,s=

s
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Ara els triangles NME, MPF donen,lzg]

=
=

R T

L

T t

Figura 12: Aclariment a la figura 4 de Meusnier.

NE = MNcos(LMPF)=tcosw,
ME = MNsin(/MPF) = tsinw,
MF = MPsin(/MPF) =vsinw,
PF = MPcos(LMPF)=vcosw,

per tan@Pt =PF-tF=PF—-ME=vcosw— tsinw.
Tenim, a més, pels triangles Ptx, PAy,

A més, suposarem que aquesta corba és del tipus

X'(s) = x+as,
y'(s) = y+bs,
Z'(s) = z(x+as,y+bs).

En particular dx'/ds = a, dy'/ds = b, cosa que justifica I'expressié de Meusnier quan diu que
pot suposar dx’,dy’ constants. Denotem per (u(s), v(s), #(s)) les coordenades del punt N(s)
respecte de la referéncia d’origen A, adaptada al pla tangent. El vector N’(0) pertany al pla
tangent en A, i per tant la seva tercera coordenada respecte d’aquesta referéncia és zero, és a
dir, %s:l) =0, equaci6 que Meusnier escriu més endavant com dt = 0.

380bservem que els angles MNE, MPF s6n iguals a AUR, és a dir, a w.

39Meusnier no fa cap aclariment en aquest punt, perd a la seccié §30 analitza la primera

igualtat NE = tcosw en funci6 dels signes de ¢ i NE. Aqui, pero, cal tenir en compte que ¢ és
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Figura 13: Aclariment a la figura 4 de Meusnier.

Px

tx
Py
Ay

per tant, com que

es tindrﬂ

Ptsina = (vcosw — tsinw) sina,
Ptcos(a) = (vcosw — tsinw) cos a,
APsina = usina,

APcosa = ucosa,

As = x'—x=Px+ Ay,
st = y —y=tx-Py,
Nt = 7z —z=NE+ MF,

una coordenada, no pas una distancia, que és el que hem de suposar que esta fent quan diu
que aquestes formules provenen de considerar un cert triangle que els té per costats. Pero, el
que passa és que ¢ pren valor positiu quan N es troba per sobre del pla tangent, i en aquest cas,
NE és també positiu, en el sentit que N esta per sobre de E al llarg de la vertical comuna. Crec
que I'estudi de la secci6 §30 hauria estat més pertinent aqui.

40Aquestes equacions, que Meusnier obté a partir d'un dibuix forca complicat, es poden de-
duir facilment si observem que, per superposar una referéncia amb l’altra, només cal compon-
dre dos girs i una translaci6, de manera que I'origen de coordenades es traslladi al punt A, i el
pla z = 0 coincideixi amb el pla tangent a la superficie en A. Les equacions (I2) sén equivalents



X —x = (vcosw-—tsinw)sina + ucosa,
- = (vcosw—tsinw)cosa — usina,
Z—z = tcosw+vsinw.
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(12)

Diferenciem aquestes equacions tractant x, y,z com a constants, per indicar
que considerem el punt A com a fix. Aix0 fa que les equacions obtingudes facin
referéncia inicament a l’element de superficie que estem estudiant, és a dir, als
punts de la superficie que es troben a ’entorn del punt A. Suposem, per tant,

que el punt N és infinitament proxim a A, i en conseqiiéncia, fenﬂ

dt = 0, p'=p, q=gq

/

m = m, n=n s =s.
Tindrem
dx' = dvcoswsina+ducosa,
dy’ = dvcoswcosa—dusina,
dz = dvsino,
ddx' = [ddvcosw-ddtsinw]sina +dducosa,
ddy’ = [ddvcosw—ddtsinw]cosa—ddusina,
ddzZ = ddtcosw+ddvsinw,

perd essent dx',dy’ constants, es té ddx' =0, ddy' = 0/?| Aixd implica

ddvcosw—ddtsinw =0,

x'—x cosa¢ sina 0 1 0 0 u
Y-y |=| —-sina cosa 0 0 cosw -—sinw v |.
Z -z 0 0 1 0 sinw cosw t

Hi ha un error a I'article de Meusnier que canvia v per u a la darrera equacié

41Vegeu la nota al peu de pagina pégina
42per calcular les diferéncies segones observem que

d_x’ = = (@cosw—ﬂsinw)sina+ﬂcosa
ds ~—  \ds ds ds ’
dy' d dt d

d_J; = b= (d—Zcosw—asinw)cosa—d—?sina,
dz

t N dv .
— = —cosw+ —sinw,
ds ds ds
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que substituit a la darrera equaci6 ens dona
ddt
cosw
Posant a I'equacio els valors de ddz',dx',dy’ obteninf‘f]

ddz =

ddt

du? [mcos2 a—2nsinacosa + ssinza] cosw

+ Zdudv[n(cosza—sinza:) + (m—s)sinacosa] cos’w

+ dv® [msin2a+2nsinacosa+ scos® a] cossw,

equacio que comparada amb I'equacié

ddt=edu’ +2fdudv+gdv?

ens dona
e = (mcos®a-2nsinacosa+ ssin®a)cosw,
f = (m-s)sinacosa+ n(cos®a—sin®a))cos® v,
g = (msinzaz+2nsinoccosoc+scos2 a) cos’ w.

Pero posant atenci6 al fet que els angles w, @ depenen de la posicio del pla tan-

gent, tenim@
I VP

cosw = ———  sinw=

Vi+pZ+q? Vi+pZ+q?
cosa = L, sina = P

P N

iper tant
d?x' d?v d2t ) . d?u
A5 (seo = 0 = (ﬁ cosw — A 1520 smw) sina + T oo cosa,
e _(dsz |Szocosw—dsz‘szosmw)cosoz— 2 |szosmoc,
d*z d*t d*v .
e = S cosw + 52 1520 sinw

“SRecordem m' =m,n’' =n,s' =s.

#Només cal observar que la normal unitaria en A al pla tangent és v = 1

m(_q,_ﬂ 1)

i w és I'angle entre els vectors (0,0,1) i v; i a és 'angle entre els vectors (—1,0) i (—g, p). Amb
p=2zx(a,b), q= zy(a, b).
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iels valors de e, f, g esdevindran:

mq?—2npq+ sp?

e = )
f (m—-s)pq—n(p*-q°)
P2+ g2 1+ p2+g>°
2 2
mp-+2npq+sq
= . C.Q.FT.
g (p2+q2)(1+p2+q2)3/2 Q

§29. Els valors que acabem de trobar perae, f, g done

1+g° -2npg+s(1+p? 2
e+g:m( q°)—2npq+ s( P)’ eg—f2=—%.
(1+ p?+g>)3/? (1+p?+g?)
Escrivim per abreujar
K = /1+p?>+4g?
U = ml+g%)-2npg+sd+p?,
vV = nz—ms,
itindrem
U 1%
e+gzﬁ, eg—fzz—ﬁ. (13)
Pero els valors dels radis de curvatura sén
o 2
e+g+\/(e+gl—Aleg— D)
2

e+g—\/(e+g?—4leg—f2)
o, posant pera e+ gieg— f2 els valors que acabem de trobar,

2K3

U+VUZ+4VK2

b = 2K3 a4
U-VUZ+4VK2

45Esta escrivint, doncs, en llenguatge actual, la traca i el determinant de I'endomorfisme de
Weingarten.
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§30. Aqui apareix una ambigiiitat que cal resoldre: K és una quantitat radi-
cal, per tant, el seu signe no esta determinat. Tanmateix, és evident que aquesta
quantitat K = y/1+ p? + g> només intervé en els calculs a través de I'expressio
cosw = 1/K. Ara bé, és facil veure que cosw ha de representar sempre una
quantitat positiva@ En efecte, si IV esta per sobre del pla tangent, o el que és
el mateix, t és positiu, aleshores Nt sera més gran que MF, és a dir, NE, que és
I'excés de Nt sobre MF, sera positiu. De manera analoga, quan ¢ sigui negatiu,
Nt sera menor que MF, i per tant NE sera negatiu.

Pero hem vist que NE = fcosw, i per tant cosw s’ha de prendre sempre com
a positiu; en conseqiiencia, K també s’ha de prendre com a positiva.

§31. Un cop transformades les expressions dels radis de curvatura, cal fer la
mateixa operacié amb les equacions de I'eix de rotacié que vam donar a la sec-
ci6 §11. Per aix0, remarquem que, si denotem per x', ', z' les coordenades de
cada punt d’aquest eix respecte dels eixos principals OB, OC,ODiper u, v, t les
coordenades respecte del pla tangent, es compleixen les equacions ; pero
aquestes equacions, un cop substituim el sinus i el cosinus pels seus valors,
donen

g’ —x)—p(y -y

- @ -2)(p*>+g)+pX' -0 +q( -y

VPi+a? 1+ p+ g
Z—z-px'-x)-q(y' -y
Posant aquestes expressions a les equacions de I'eix (9), aixi com els valors

transformats e, f, g, obtindrem les segiients equacions per determinar els dos
eixos que corresponen a un element donat{*’|

46Aqui Meusnier no és del tot coherent, ja que a la seccié §28 ha definit @ com un angle d’'un
triangle rectangle, i per tant w és agut i el seu cosinus positiu. Largument que segueix indica
que, per mantenir les igualtats Nt = MF + NE i NE = tcosw, quan ¢ és una coordenada i no
una distancia, cal considerar NE com a negativa quan ¢ és negativa. Cal observar que Meusnier
utilitza la mateixa lletra ¢ per a conceptes diferents, pero el significat queda clar pel context.
Vegeu la figura de la pagina[34]i la nota al peu de pagina[39 de la pagina[35]

4"Hem usat la relaci6 K%((e — g)? +4f?) = U? + 4VK? que es dedueix de les equacions (I3), i

del calcul
U 2(mp*+2npqg+sq?)
e—-g=—-— .
KS (p2+q2)K3




40

(Z—z-px'—x)—q(y —y)U+VU2+4VK2) = 2K%

(2 -2(P*+g)+pX -0 +q(/ -y _
qx'—x)—ply' -y B
2(mp*+2npg+sq®) - (p* + q*) (U + VU2 +4VK?)
2(m-s)pq—n(p?>-q?)

)

en les quals x, y,z s6n les coordenades de 1'element al qual pertany I'eix en
qiiesti6 /9]

Mitjancant aquestes formules es podra coneixer la curvatura d'una superfi-
cie en qualsevol punt, substituint p, g, m, n, s pels seus valors, que es determi-
nen a partir de I’equacio6 de la superficie i les seves derivades. Creiem inneces-
sari multiplicar els exemples; per aix0, ens conformarem amb el segiient.

EXEMPLE
§32. Aplicar les formules dels radis de curvatura a una superficie de revolu-
cio.
Siguin OB, OC, OD (fig.5) els tres eixos de coordenades i suposem a més que

D F.s

C Y

o : B

Figura 14: Figura 5 de Meusnier.

480bservem que aquestes dues equacions donen, com interseccié de dos plans, els dos eixos
buscats.
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OD sigui l'eix al voltant del qual esta generada la superficie que considerem.
Sigui N el punt en qiiestid, i anomenem les seves coordenades OQ, QR, RN,
per x, y, z respectivament. Dit aix0, 'equaci6 de les superficies de revoluci6 és
z= f(x*+y?),ipertant, dz = P(xdx+ydy), dP = Q(xdx+ ydy) on Pi Q
funcions de x? + y? ﬂ aixi (§28)

= Px,

= Py,
P+Qx2,
= Qxy,

= P+Qy2.

v X S o
I

Ara, tot substituint aquests valors de p,q,m,n, s a les expressions de U, V, K,
obtindrem les expressions dels radis de curvatura. Tanmateix, per abreujar, re-
prendrem directament els valors

2 2
e+g+\/(e—g)2+4f2’ p= e+g—\/(e—g)2+4f2’

iposaremae, f, g els valors que acabem de trobar. Obtindrem

r =

P _ P+Q(*+yH

- y _0) - ’
) V1+P2(x%+y?) ! 8 (1+ P2(x2 + y?))3/2

per tant

1 ‘/1+P2(x2+y2) B 1 B (1+P2(x2+y2))3/2

r = = y - -

e P g  P+0Q(2+)?

expressions que només depenen de P i Q, és a dir, de la naturalesa de la corba
generatriu*’|

Tallem la nostra superficie per un pla que passi per l'eix i pel punt N. La
secci6 XNY (fig.5) no és altra cosa que la corba generatriu, i per tant es poden

¥ Com que dz = Edx+ %dy obtenim P(x,y) = 2f'(x? + y»),Q(x,y) = 41" (x* + y?). A con-
tinuacié compara les expressions que acaba d’obtenir amb les expressions dz = pdx+qdy i
ddz=dP(xdx+ydy)+ P(dx?+ dyz) =Q(xdx+ ydy)2 + P(dx?*+ dyz) = mdx? +2ndxdy+
sdy?.

50Vol dir que P, Q depenen tinicament de la funcié f que descriu la superficie de revolucio.
Per exemple, una corba generatriu d’aquesta superficie z = f(x? + y?), és la corba del pla x = 0,
donada per (¢, f(%)).
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considerar OR, RN com a coordenades. Sigui OR = u, tindrem x> + y? = u?,

iles equacions dz = P(xdx+ ydy), dP = Q(xdx + ydy) es transformaran en
dz=Pudu,dP=Qudui, per tant,

ddz = du*(P + Qu?).

(Tractem d u com a constant, ja que al llarg delalinia OR esté du = \/dx? + d y?,
expressio que és constant perque s’ha suposat dx i dy constants) P_r] Si denotem
per ds 'element de longitud de la corba, tindrenﬁ

ds=duV 1+ P2u?.

Tot aix0 ens dona

d d
p=2  pre=%E e

udu’ du?’ du
per tant,
V1+P2u?  uds (1 + P2y%)3/2 ds®
r: = y = = y
P dz p P+ Qu? duddz

R o L4 .
pero % és evidentment la normal NS i % el radi de curvatura de la corba

XY en el punt N E-] Per tant, els dos radis de curvatura en un punt qualsevol
d’'una superficie de revolucio sén: l'un, el radi de curvatura de la corba generatriu
en el mateix punt; laltre la longitud de la porcié de la normal compresa entre la
corba i l'eix de rotacio.

§33. Els caracters analitics dels diferents estats de les superficies que hem
donat a la secci6 §27 sén també susceptibles de ser transformats respecte de

SIA partir de 'expressi6 ddz = Q(xdx + ydy)? + P(dx? + dy?®) obtinguda a la nota al peu de
pégina pagina i tenint en compte que udu = xdx + ydy obtenim ddz = Q(udu)?® +
P(dx? + dy?). Acceptant que du® = dx? + dy?, s'obté el resultat. Per verificar aquesta tltima
igualtat, observem que el pla amb qué hem tallat la superficie té equacié y = Ax, de manera
que u=V1+A2x,dy=Adx,ipertant du? = (1+A%)dx? = dx* + dy>.

521’equaci6 de la corba XNV, respecte de les coordenades OR, RN introduides en el pla
XNY, és (u, f(u?)), de manera que el seu vector tangent és (1, f'(u?)2u) = (1, Pu) i, per tant,
té norma v 1+ P2u2.

53L.a recta normal a la corba (u,f(uz)) és (u,f(uz)) + A(—=Pu,1). Aquesta recta tallaI'eix z en
(O,f(uz) +1/P). 1la distancia entre aquests dos punts és, doncs, v/ u? + (1/P)? = r. Probable-
ment Meusnier raona a partir del dibuix
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qualsevol sistema d’eixos. Per a aix0, cal remarcar que, com que K és una quan-
titat positiva, les expressions e + g i U tenen sempre el mateix signe, aixi com
f?—egi VE] Per tant, una superficie éﬁ

CONCAVA...cceeiiivitenieeeeeeeeeeeeeeeeeeeennns V<0,iU>0.
CONVEXA...eirrerrreeeeeenreenreenreeneeens V<0,iU<0.
Convex-Concava........cccceevvveeeeeennnn. V>0,iU<0.
Concau-ConveXa......eeeeeeeeeerreeeeeenns V>0,iU>0.

Passem ara a aplicar la nostra teoria a la resoluci6 de diversos problemes.

Esta suficientment demostrat, per tot el que precedeix, que no es pot afir-
mar, en general, que un element qualsevol d'una superficie es pugui considerar
com una porci6 d’esfera, idea forca comuna entre aquells que s’inicien en I'es-
tudi d’aquesta matéria. Per tal que aix0 fos cert, caldria que els dos radis de
curvatura fossin sempre iguals, cosa que és evident que no passa. Ara bé, és
possible que existeixi una classe de superficies que gaudeixin d’aquesta propi-
etat, i és interessant coneixer-la. Per aix0, plantejarem el problema segiient.

eix de
rotacié

dz

Figura 15: Longitud de la normal.

que mostra aquesta igualtat (dz/ds = u/ AB) gairebé sense cap calcul. Només hem de pensar
que la corba passa pel punt B i que ds és un petit segment de la tangent de la corba en B.
Sobre I'expressi6 del radi de curvatura, vegeu la nota al peu de pégina pagina
SVegeu §29.
5Vegeu alguns exemples a la secciéde I'Apéndix.
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PROBLEMA III

§34. Determinar quines son les superficies que tenen els dos radis de curva-
tura iguals.

SoLuclIO. Les expressions dels dos radis de curvatura només difereixen pel
signe d’'un mateix radical en una expressi6 i I'altra. Per tant, si aquest radical fos
nul, les expressions serien iguals. Aixi, segons el que es va dir a la secci6 §29, la
condicio és

VZ+4VK?* =0,
que és ’equacio de la classe de superficies que cerquem.

Desenvolupant U, V' i K, i integrant, si és possible, 'equacio6 en derivades
parcials que se'n deriva, obtindrem la solucié del problema.

Tanmateix, una observaci6é molt simple simplifica molt aquesta recerca. Re-
cordem que el radical que apareix en les expressions inicials de r i p és (§9)
V(e—g)2+4f2 i, per tant, la condicié que cerquem es compleix si (e — g)? +
4f? =0. Com que aquesta expressi6 és suma de dos quadrats, i només sera nul-
la si cadascun dels termes és nul. Aixi, tenim les dues equacions e = g, f = 0. La
condici6 f =0 dona (§28) (m - s)pq — n(p? - g*) =0, d’on se'n dedueix

2 2
m:n(p q )+qu’
prq

o bé

o= mpa—np’-q°)
pq
Substituits successivament aquests valors a 'equacio e = g, s'obtenen les rela-

cions@]

n sq mp

n
p 1+q® q 1+p%

Recordant que
d
m:_p’ n:@:ﬂ’ S:@,
dx dy dx dy

%8s un calcul llarg. La primera substitucié dona
n[(lo2 - qz)% —2pq] +s(p* +4°)
_ 1 2 2P 2, 2
= —1+p2+6]2 [n((p q )q +2pq)+s(p +qg°)|.

Separant termes en ni s s'obté s(p? +g%)? = n(1+ g% (p* +g*)? # que condueix al resultat final.
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les nostres equacions esdevenen|

dp _qdq dq _ pdp
p 1+q” q 1+p¥
on la primera derivada és respecte de y i la segona respecte de x.

Podem, doncs, integrar aquestes equacions de manera habitual, comple-
tant la integral de la primera amb una funcié de x i la de la segona am una
funcié de y.

Obtindrem, per aquest metode,

sz:1+q2, qZY:1+p2,

on X és funci6 de xi Y és funci6 de y. Deduim d’aixo

Y+l _ [X+1
P=Vxv-1r 9 Vxv-1
dp _ dq

Ara, com que @y = ax efectuant les derivades i simplificant s’obté

ax dy
dx(X+1DY2  dy(y +1)1/2°

En aquesta igualtat, les funcions que depenen només de x no es barregen amb
les que depenen només de y; per tant, aquesta igualtat només pot tenir lloc si
ambdo6s membres son iguals a una constant. Sigui 2A aquesta constant, tenim

ax =Adx ay =Ad
2(X+1)V2 © oy rpe Y

iintegrant obtenint els valors de X i Y

_ 1-(Ax+B)? _1-(Ay+C)?
 (Ax+B)2 T (Ay+0)?
on B i C son constants d’integracio.
Posant ara aquests valors a les expressions de p i ¢, i recordant que dz =

pdx+qdyes t@
_ (Ax+B)Adx+(Ay+C)Ady

Adz= ’
V1= (Ax+ B)2 - (Ay + C)?

57Es tracta de derivades parcials, com comenta Meusnier a continuacio.
%8Meusnier hi posa un signe menys, que sera irrellevant i sembla que ho fa perqué la primitiva
li surti positiva.
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i, integrant, tindrem

Az+D:—\/1—(Ax+B)2—(Ay+C)2,

2

obé
1=(Ax+B)*+ (Ay+ C)* + (Az+ D).

Aquesta equaci6 correspon a l’esfera; d’aqui se segueix que només l'esfera té
la propietat que els dos radis de curvatura siguin iguals@

PROBLEMA IV

§35. Entre totes les superficies que es poden fer passar per un perimetre do-
nat, format per una corba de doble curvatura, trobar aquella que tingui U'area
minimal"l

SoLrucIo. Sigui A (fig. 6) un punt de I'’element de la superficie requerida.

Figura 16: Figura 6 de Meusnier.

S90bservem que del fet de suposar que els radis de curvatura sén iguals en tots els punts
(punts umbilicals) es dedueix que sén constants.

%0Troba, efectivament, que els radis de curvatura han de ser iguals i de signe contrari. Encara
no es parlava de curvatura mitjana en aquell temps, perd Meusnier demostra en aquesta secci6
que les superficies que minimitzen 1’area sén les superficies de curvatura mitjana zero. Va ser
el primer en fer-ho. El famés article de Sophie Germain Mémoire sur la coubure des surfaces,
on estudia la curvatura mitjana és de 1831 ([6]). Cal remarcar pero, que avui dia s’anomenen
superficies minimals a les de curvatura mitjana zero, tot i que en la majoria dels casos no mini-
mitzen el funcional area. Curvatura mitjana zero és equivalent al fet que la superficie representi
un punt critic del funcional area, pero s’ha d’estudiar la segona variacié per saber si és minim
o punt d’inflexié. No pot ser maxim per arguments geometrics.
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Sigui F f I'eix de rotaci6é que correspon a aquest element; tracem dos plans infi-
nitament proxims perpendiculars I'un i I'altre a I'eix F f i que comprenen entre
ells 'element de superficie en qiiestio.

Suposem que H,K son els punts on aquests plans tallen l'eix Ff, i que
aquests plans determinen sobre la superficie les seccions UV, XY

Fixant-se en la construcci6é propia de tot element de superficie, observem
que les porcions infinitament petites AD i BE de les corbes UV i XY, preses en
un entorn del punt A, es poden considerar com dos arcs de cercle del mateix
radi, amb els seus centres en els punts Hi K.

Ara dic que qualsevol porci6 de la zona compresa entre les corbes UV, XY
ha de ser minimum. Per tant, si tracem per |'eix F f dos nous plans infinitament
proxims que comprenguin entre ells ’element considerat, cal que la porcié de
superficie limitada per aquests dos plans i per les corbes AD, BE tingui area
minima.

Dit aix0, siguin ABHK, DEHK les porcions dels dos darrers plans compre-
ses entre els primers. Dividim el segment HK en dues parts iguals en el punt
I,itracem la linia IR parallela a AH i BK. Existeix (§7), sobre aquesta linia, un
punt C tal que, prenent-lo com a centre, es descriu un element de cercle ARB.
Aquest petit arc de cercle, girant al voltant de F f, generara |'’element de super-
ficie del qual es tracta@ Podem afirmar, doncs, que I'area del nostre element

K

R ‘

Figura 17: Aclariment a la figura 6 de Meusnier.

61Aquest és el punt clau i no prou ben justificat: no es calcula I'area de la superficie inicial,
sind la d'una superficie de revolucié que I'aproxima.
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de superficie és igual al producte de la longitud de 'arc ARB pel cami recor-
regut pel seu centre de gravetat dins de 'angle format pels plans AK, DK E]
Aquest producte ha de ser, doncs, un minimum; pero el cami recorregut pel
centre de gravetat és proporcional a la seva distancia a I'eix. Sigui g aquest cen-
tre de gravetat; ha de complir-se que

ARB x gl = minimum.

Dit aixo, és evident que RC, radi de I'arc generador, i I, distancia d’aquest arc
al’eix de rotacio, son els dos radis de curvatura de I'’element del qual es tracta.
Prendrem, doncs, RC =r, rI = p. Siguin, amés, BK = ul = a,i Bu = w. Tindrem

ARB x gl = ARBx gC+ ARB x CI.

Pero és conegut, per les formules d’estaticaﬁ que ARB x gC= AB x CR =2wr.
A més, si utilitzem la serie que expressa un arc de cercle en funcié de la seva
ordenadﬂi en prenem només els dos primers termes, ja que w és infinitament
petit (que és aqui ’'ordenada de 'arc ARB, sent RU I'abscissa), tindrem
3 w3

0w W
arcBR=ra=r-arcsin(w/r)=r[—+ —<]=w+ —.
w/T) [r 6r3] 612

Figura 18: Aclariment a la figura 6 de Meusnier.

628’esta emprant el Teorema de Pappus, que afirma que 1'area de la superficie de revolucié
generada per una corba plana en girar al voltant d’'una recta d’aquest pla és igual al producte
de la longitud d’aquesta corba per la longitud de la trajectoria del seu centre de masses.

83Vegeu la secci6 [G|de I'apendix, pégina

64Es refereix al desenvolupament de Taylor de la funci6 arcsin(x) = x + x3/6 +....
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Per tant,
3
W
ARB =2w+ —,
3r2
amés CI = p —r; per tant,
w3
ARBx gl = ARBng+ARB><CI:er+(p—r)(2w+3—2)
-
2
-row
= w 2p+u =minimum,
3r2
Pertant,E] )
do—dr)rc-2rdr(p—r
2dp+w2( P ) (b ):O,

3r4

obé
dp[6r4 + rzwz] +cu2dr[r2 —2rp] =0.

Perd I'equaci6 del cercle dond®)|

w?
uUR=—
2r
Aixi, com que RI = BK + Ru, tindrem
_Bk+ Y
p= 2r’
i, per consegiient
2
w°dr
dp=- .
p 2r2

65 es diverses superficies que considerem per trobar la que té I’area minima tindran la matei-
Xa w, i, per tant, per determinar quina té area minima, igualem a zero la diferencial de I’anterior
expressio de I'area.

56 Aplicant el teorema de I'altura tenim que w? = (2r — uR) - uR. Resolent aquesta equacié de
segon grau en uR obtenim

w
UR=T-Vr2—w2=r—r/1-(=)?%
;

que, usant el desenvolupament de Taylor de V1 —x2 =1+ x?/2+... ens dona uR = ‘Z"—f +...
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Substituint aquest valor a I’equaci6 anterio@i simplificant, obtenim p+r =0,
o r = —p. Pertant, la superficie d'area minima entre aquests limits té la propietat
que en cada element els dos radis de curvatura sén iguals en valor absolut pero
de signe contrari.

Substituint a 'equacié r = —p els valors de r i p (14), obtenim U = 0, és a dir,

m1+q*) -2npq+s(l+p?) =0

equacio que caracteritza la superficie en qiiestio i que, traduida en termes de
derivades parcials, s’escriu com

& 0z 020z ¥z
a1t (_)) GxGZyOJZCOJZ/ ay( (_))

que és la mateixa equaci6 que s’obté pels metodes ordinaris de maximai mini-
ma.

§36. No es coneix cap metode general per integrar aquesta equacio, i que
jo sapiga, I'tinica superficie coneguda que la satisfaci, en el cas d'un perimetre
format per una corba plana, és el pla.

Tot i aix0, donaré dues superficies diferents del pla que també compleixen
la propietat de tenir radis de curvatura iguals en valor absolut, pero de signe
contrari.

§37a. Una d’aquestes superficies es troba suposant que I'’equacié m(1 +
q*) —-2npq + s(1+ p?) = 0 prové de les dues segiients,

mq? -2npq+sp> = 0,
m+s = 0.

Se sap que la primera d’aquestes equacions correspon a totes les superficies
generades pel moviment d’una recta horitzontal, com ha demostrat el Sr. Mon-
ge. Per tant, la superficie que satisfa simultaniament ambdues equacions és,
dins la familia de superficies generades pel moviment d'una recta horitzontal,
aquella que té, a més, area minima.

La segona equacio dona m = —s o equivalentment s = —m; substituint 'un
il’altre valor a la primera equacio6 s’obtenen les expressions

s(p®—q*—2npg = 0,
m(q® - p*) —2npq 0,

67En substituir, s'obté —3r? —w?/2+ 1% —2rp = —2r(r + p) —w?/2 = 0. Prenent ara el limit quan
Atendeix a B (és a dir, quan w tendeix a zero) obtenim que en el punt A, r + p = 0.




que es poden escriure com

0,
0.

dq(p®-q*)-2pqdp
dp(q*-p*) -2pqdq
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(15)

Les derivades que intervenen en la primera equacio es prenen fent variar no-

meés la variabley, i en la segona, només la variable xF_g]

Com que aquestes dues equacions s6n homogenies, s'integren molt facil-
ment@ Completant la integral de la primera equacié amb una funci6 de x ila

68Fs a dir, substitueix m per la derivada parcial de p respecte de x, n per la derivada parcial

de g respecte de x o per la de p respecte de y i s per la derivada parcial de g respecte de y.

%9Meusnier en dona directament el resultat. Considerem la primera equacié (la segona és
resol de manera analoga) i suposem x constant, de manera que es pot tractar com una equacio

diferencial ordinaria.

Escrivim:
dq _ 2pq dp _ 2q/p dp

dy p2’-q*dy 1-(q/p)dy
Fem el canvi de variable u = g/ p, que implica:

dg du dp
dy_pdy+udy'

Substituint aquesta expressi6 a I'equaci6 anterior, obtenim

du 2u dp u+uldp
p—: —-—U)— = _
dy 1-u? dy 1-u?dy

Aix0 dona, per separaci6 de variables:

1-u? d
u3 du= —p.
u+u p
Integrant s’arriba a:
p=X(0)—— = X(x) 12
1+ u? P+ q?

on X(x) és la constant d’integracio6, ja que haviem suposat x constant. Per tant,

q(x, 1) X(x) = p(x, ) + q(x, y)*.

En repetir aquest procediment sobre I'equaci6 (15), suposant ara y constant obtenim

px, PY () = px, y)* + q(x, y)°.
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segona amb una funci6 de y, tenim
qX=p*+q°>, pY=p°+q’,
d’on s’obté
XY o Xy?
P=xevyr 97 xzoy?
valors que, posats al’equaci6 dz = pdx + g dy la transformen en
X?*Ydx+XY?d
dz = y.
X2+Y?

Ara bé, cal que es complexi la condicié de comptabilitat Z—s = % la qual, des-
prés de totes les reduccions, condueix a

dx _ dy
X2dx  Y2dy’

equacio en que les funcions de x no es barregen amb les de y, i, per tant, amb-
dos termes han de ser constants. Tenim, doncs,

dX 3 ay _
X2dx Y2dy
d’on es dedueix
1794 ady
X?dx=-—, dey: —_—
A A

Substituint aquests valors a I’expressio de dz anterior resulta:

-YdX+XdY
Adz = ————— =d(arctan(—X/Y)).
X2+Y?
A més, com que
ax ay
—?:Adx, ? :Ady,
integrant aquestes equacions obtenim
1 1
— =Ax+B, -—=Ay+C,
X Y
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i aixi
X Ay+C
Y Ax+B’
d’on
Ay+C

Az = F +arctan , (16)

Ax+B
on F és una constant, i aquesta és I’equaci6 de la superficie en qiiestio.
Imaginem aquesta superficie tallada per un pla horitzontal, és a dir, prenem
z constant; aleshores la quantitat g:g també sera constant, d’on se segueix
que la relaci6 entre y i x es pot expressar mitjancant una equacio de primer
grau. Per tant, la secci6é que fa un pla horitzontal amb aquesta superficie és una
linia recta: aix0 confirma el que ja haviem dit, que aquesta superficie es pot

generar pel moviment d'una recta horitzontal.

Com que la quantitat gig és constant quan z és constant, podem suposar
que
Ay+C
ay+C_,
Ax+B

on Z és una funcié de z[)

Dit aix0, considerem la recta generatriu en dues posicions infinitament pro-
ximes, i busquem el punt on es tallen les projeccions d’aquestes dues posicions
de la recta generatriu. Per fer-ho, observem que en el punt on es produeixi
aquesta interseccio, z varia, perd x i y romanen constantsE]

Transformem, doncs, ’equacié anterior en la forma Ay + C = (Ax+ B) Z(z)
i la derivem fent variar només zf_zl s'obté 0 = (Ax + B)d Z cosa que només pot
ocorrer si Ax + B = 0: se’n segueix, doncs, que també Ay + C =0, i, per tant,

son les coordenades del punt on es tallen les projeccions de dues generatrius
infinitament proximes.

OConcretament Z(z) = tan(Az — F).

"1Es a dir, si tallem una generatriu a altura zyp amb una infinitament proxima, o bé ho fem a
altura zj, els punts d’intersecci6 obtinguts tindran la mateixa x i la mateixa y.

"2Tallar rectes infinitament proximes vol dir resoldre el sistema format per una de les rectes i
la que té per coeficients les derivades dels coeficients de ’anterior. Cal observar també que per
a cada valor de z, tenim una recta en el pla x, y; per aixd Meusnier parla de la intersecci6 de les
projeccions de les generatrius i no de la intersecci6 de les generatrius.
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Aquestes coordenades s6n constants; per tant, totes les projeccions de les
diferents posicions de la linia generatriu es tallen en un mateix punt.
Prenem, doncs, (fig. 7), OF = —%, EA= —%; el punt A és aquell on es tallen

D

Figura 19: Figura 7 de Meusnier.

totes les projeccions. Si elevem, doncs, el punt A sobre I'eix vertical AF, la linia
generatriu es moura de manera que talli sempre I'eix AF.

Transportem ara I'origen al punt A; per fer-ho, considerem els nous eixos
Ab1i Ac. Les noves coordenades d'un punt N de la superficie seran Ap i pM, és
a dir, M N queda inalterat.

Siguin Ap = x',pM = y'; tindrem evidentment que OP = x compleix x =
x'-8,iPM=ycompleixy=y -&.

—B/A A /

Figura 20: Detall figura 7 de Meusnier.
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Substituint aquests valors de x, y al’equaci6 obtenim

yl
Az =F +arctan —.
xl

Tracem AM, que és la projecci6 de la recta generatriu quan passa per N, i

/

denotem per u 'angle M AC; és clar que arctan 7 = U, 1, per tant,
Az=F+u

és ’equacio polar de la nostra superficie.

Dit aix0, és evident que els increments de z sén proporcionals als de u; per
tant, la recta generatriu s’eleva al llarg de 'eix AF al mateix temps que gira al
voltant del mateix eix, de manera que el seu moviment de rotaci6 és proporci-
onal al seu moviment d’ascensio.

Aixi, un punt qualsevol r d’aquesta recta descriu una helix Grtx, que és la
mateixa corba que la que forma la rosca d’un vis.

Quan larecta generatriu ha fet una volta completa, s’ha elevat una quantitat
rx, que es pot anomenar el pas de I'helix. Es clar que z augmenta en aquesta
quantitat quan l'increment de u és igual a una volta completa. Aixi, si denotem
per P el pas i per 7 la semicircumferencia (entenent una volta completa com
2m), tindrem:

A(z+P)=F+u+m,

i, restant Az = F + u, obtenim A = %; d’on se segueix que la constant A depén
del pas de I'helix. Pel que fa a la constant F, és evident que depén del punt G,
on I’helix surt del pla horitzontal.

Se’'n dedueix de tot aixo que, si prenem una porci6 qualsevol de la superficie
que acabem de determinar, aquesta és un minimum entre els seus limits.

§37b. Un altre exemple de superficie d’area minima és aquell en que la su-
perficie és, alhora, una superficie de revolucid. Per determinar de manera molt
senzilla quina és la seva naturalesa, recordem que hem demostrat que, en una
superficie de revolucio, els dos radis de curvatura séon: I'un el radi de curvatura
de la corba generatriu en el punt considerat; I'altre la longitud de la normal a
aquesta corba fins a I'eix de revoluci6[”*| Ara bé, una superficie d’extensié mini-
ma ha de tenir els radis de curvatura iguals i de signe contrari. Cal, doncs, que
la corba generatriu tingui la seva convexitat cap a |’eix de revolucig, i que el seu
radi de curvatura sigui, en tot moment, igual a la longitud de la normal.

Vegeu la secci6 §32.
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Sigui, doncs, (fig. 8) AD l'eix de revoluci6, i CME la corba generatriu que

A B P Q O
Figura 21: Figura 8 de Meusnier.

estem buscant. El seu radi de curvatura, en un punt qualsevol M, ha de ser igual
alanormal MQ. Fem AP = x, PM = y i denotem per ds I'’element de longitud
de la corba. Aleshores, el radi de curvatura é

RM = ds3
~dxddy’
ila normal
Mo Yds
T odx’

de manera que, com que RM = MQ, tenim jTSlj, = y. Sigui dy = pdx; tindrem
ddy=dpdx, i, per tant, la nostra equacio esdevé

(1+p?dx
dp ¥
dy
0, posant dx = >
dt _ pdp
vy o1+p?
Per tant, integrant, i completant la integral, s’obté
dx®+dy?
A2y =1+p°= :

74 _ @y _ Y12 A ) o
Observem que RM = T MQ = y(1 + y")*'“. Aixi doncs, cal resoldre 'equacié dife-
rencial yy" = 1+ y”2. Aleshores y" = p-dp/dy; aixo porta a la mateixa equaci6é a que arriba

4y _ pdp Vegeu la nota al peu de péginaa la pégina

Meusnier: v = T
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d’on es dedueix I'equacio

que, integrant, dona

Ax=BxIn(Ay+./A%y? 1. (17)

Aquesta és1’equaci6 de la catenarisz] referida a un eix horitzontal, que dista
del seu punt més baix una quantitat 1/ A; és a dir, la catenaria, en girar al voltant
d’aquest eix, genera una superficie d’area minima.

Si, donats dos cercles parallels, amb els centres sobre un mateix eix per-
pendicular a cadascun dels plans, es proposa fer passar per les dues circumfe-
rencies la superficie d’area minima, la qliesti6 queda resolta aqui: només cal
prendre BD igual a la distancia entre els dos cercles, BC, DE iguals als seus
radis, i determinar les constants Ai B (de I'’equacié (I7)) de manera que la cor-
ba que hem trobat passi pels punts C i E. La superficie generada per la porci6
CME de la corba sera, evidentment, la que es demana.

Era facil de preveure que la corba CME havia de ser una catenaria. Aquesta
corba, que ha de ser, entre totes les que passen per C i E, la que genera la su-
perficie de revoluci6 d’area minima, ha de tenir, amb més ra6 encara, aquesta
propietat dins el conjunt de les isoperimetres. Ara bé, saben@ que la catenaria
és la corba que, d’entre totes les isoperimetres, genera la minima superficie de
revolucié.

La corba que busquem ha de ser, doncs, una catenaria; pero calia resoldre
el problema com hem fet, per saber, en particular, al voltant de quin eix ha de
girar una catenaria donada per tal de satisfer la qiiestio.

PROBLEMA V

§38. Trobar l'equacié general de les superficies desenvolupables.

SoLuciO. Una superficie desenvolupable es pot veure com generada pel
moviment d'una linia recta, tal que dues posicions consecutives son contingu-
des en un mateix pla. Siguin, doncs, (fig. 9) M N, OP, QR tres posicions

75 Aillant ¥, tenim y = % cosh(Ax — B).
“6No se'n dona cap referéncia.
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N P R
/iy
/':’\ .
xr /{(/. 9.
M 0o q

Figura 22: Figura 9 de Meusnier.

infinitament proximes de la recta generatriu. Es clar que, per un punt qualsevol
A, es pot tragar sobre la superficie una linia recta OP; hi ha, doncs, una direcci6
al llarg de la qual la curvatura és nulla. Afegeixo que només n’hi ha una, ja que,
si hi hagués una altra direccié xy en la qual la curvatura fos nulla —és a dir, si
els tres punts proxims x Ay estiguessin en una mateixa recta—, se'n seguiria que
les tres rectes M N, OP, QR estarien en un mateix pla, i la superficie generada
seria plana. Per tant, genericament, en tota superficie desenvolupable hi ha
una Unica direcci6 en que la curvatura és nulla.

Per tant, un dels radis de curvatura és infinit (§25). Aquesta condici6 es
tradueixen V =0, 0 bé n?2 — ms =0, és a dir:

( ddz 2 _ (ddz)(ddz) ~0
dxdy dx?  dy?”
equacio que és precisament la mateixa que va donar per primera vegada el Sr.

Monge, en una excellent Memoria sobre ombres i penombres, llegida a I’Aca-
démia l'any 1775 [11].

§39. Aixo0 ens dona 'ocasi6 de dir una paraula sobre les superficies genera-
des pel moviment d’una linia recta, pero tals que dues posicions infinitament
proximes d’aquesta recta no estiguin en un mateix pla: superficies que s’ano-
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menen superficies guerxesE]

Per a aquest tipus de superficies, afirmo que hi ha sempre, sobre un element
qualsevol, dues direccions al llarg de les quals la curvatura és nulla. Es evident,
d’entrada, que si es considera l’element al qual pertany A, la curvatura és nulla
en la direccié OP (figura9).

Ara imaginem que, pel punt A, passen dos plans: 'un conté la linia M N, i
l'altre, la linia QR. Aquests dos plans s’han de tallar en algun punt, ja que, si no
es tallessin, les rectes infinitament proximes MN i QR estarien en un mateix
pla, contradient la hipotesi. No es tallen, pero, seguint OP, ja que llavors tant
OP i MN estarien en un mateix pla, aixi com les rectes OP i QR, novament
contra la hipotesi.

Per tant, es tallen segons una linia xy (que fem passar pel punt A, ja que
aquest punt és comu als dos plans). Pero la seva intersecci6 xy talla, evident-
ment, les rectes MN i RQ, en algun lloc, als punts x i y. Existeixen, doncs, sobre
les tres rectes M N, OP, QR, tres punts x, A, y alineats; per tant, la curvatura és
també nulla en la direcci6 xy.

Ara bé, hem vist (§22) que, quan en un element de superficie hi ha du-
es direccions al llarg de les quals la curvatura és nulla, els radis de curvatura
son de signe contrari. Per tant: En totes les superficies guerxes, els dos radis de
curvatura son de signe contrari.

Es podrien fer moltes altres aplicacions d’aquesta teoria. Hi ha, entre d’al-
tres, una qiiestié important que en depén molt directament: la de les inflexions
i els retrocessog’’| de les superficies corbes.

Ens en reservem la determinacié per a una altra Memoria; pero es pot re-
marcar, mentrestant, que les quantitats U i V, que intervenen gairebé exclusi-
vament en les expressions que hem donat per als radis de curvatura, apareixen
també en les equacions de les superficies desenvolupables i de les d’area mi-

""Gauches. Tant en aquesta seccié com en I'anterior, Meusnier parla de les superficies regla-
des, que s6n les que es poden parametritzar de la forma ¢(s, £) = y(s) + tu(s), on y(s) i £(s) sén
corbes de R® amb ||u(s)|| = 1. Com que ‘Zz—t(f =0, el terme g de la segona forma fonamental és
nul, i, per tant la curvatura de Gauss és negativa o nulla. Si és nulla, es tracta de les superficies
desenvolupables que Meusnier ha tractat a la secci6 38. Si és negativa, les curvatures principals
sén de signe contrari: s6n les superficies que Meusnier anomena guerxes. Cal remarcar, pero,
que el Disquisitiones generales circa superficies curvas de Gauss, on apareix la relacié entre la
curvatura intrinseca de la superficie i les curvatures principals, no es publicaria fins al 1827
(I15D).

®Meusnier cita la seccié §22, perd en realitat aixd es dedueix de la férmula d’Euler, que apa-
reix a la secci6 §16.

"9Rebroussemens.
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nima. Se’n segueix, doncs, que les propietats d’aquests dos tipus de superficie
tenen, amb els resultats generals sobre la curvatura de superficies, relacions
que no poden siné ser interessants de desenvolupar’'|

80Jyst a continuacio del treball de Meusnier, a la mateixa revista, es publica el treball de Mon-
ge sobre el mateix tema: Mémoire sur les développées, [12].
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Apendix

A Sobre la diferencial d’una funcié

Lexpressio dt = Udu+ V dv que Meusnier utilitza a I'inici del seu treball, pa-
gina 480, es pot interpretar com una mesura de la variacié que experimenta la
funcio a conseqiiéncia de petits canvis en les variables.

En efecte, la formula de Taylor ens diu que:

0t(u,v) o0t(u,v)
“h+

t h, k)-tu,v)=
(u+h,v+k (u,v) 3 En

-k + termes d’ordre superior.
Com que h i k son els petits increments que han sofert les variables u i v, els
denotem respectivament per h = duik =dv,idenotant At = t(u+du,v+dv)—
t(u, v) I'increment que experimenta la funcid, I'anterior igualtat s’escriu com

At=Udu+V dv+ termes d’ ordre superior, (18)
ila partlineal d’aquest desenvolupament es denota per dt, és a dir,
dt=Udu+Vdyv,

expressio emprada per Meusnier. Podem interpretar, doncs, dt com els termes
de primer ordre en el desenvolupament de Taylor de la funci6 ¢ = #(u, v) en el
punt (u, v).

També es pot interpretar la notacié de diferencies simplement com la regla
de la cadena. En efecte, quan considerem una corba (u(s), v(s), t(u(s), v(s))) so-
bre la superficie i volem calcular-ne el vector tangent, hem de derivar, respecte
del parametre s de la corba, la funcié composta ¢(u(s), v(s)) i tenim

At ), v D 4 vius), vis) B
ds ’ ds ’ ds '’

(19)
que s’escriu “simplificant el ds” com dt = Udu + Vdv. Observem que aquesta
igualtat també es dedueix de fent:

dt .. At(s)

— =lim

ds s—0 As

on At(s) = t(u(s+ As),v(s+ As)) — t(u(s), v(s)).

)
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B Sobre 'equacio en diferencies segones

Una manera d’entendre el calcul de la diferencial segona ddt que fa Meusnier
ala secci6 §1, pagina 480, és introduir una corba sobre la superficie i calcular-
ne la derivada segona. En efecte, de manera general, si considerem un funci6
de dues variables ¢ = #(u, v) i la valorem sobre una corba (u(s), v(s)), en derivar
una vegada obtenim la igualtat (19), i en derivar una segona vegada:

dzt_aU(du)2+6Udvdu+Ud2u oVdudv GV(dv)2+Vd2v
ds>  0u‘'ds ds ds?’

ov ds ds ds® Oudsds O0v

Si ara t = t(u, v) és 'equaci6 de la superficie referida al pla tangent, tal com fa
Meusnier ala secci6 §1, i considerem una corba (u(s), v(s)) tal que (u(0), v(0)) =
(0,0) i recordem que U(0,0) = V(0,0) = 0, aplicant la igualtat de Schwarz, 1'e-
quacio anterior, a I'origen, esdevé

d’t [GU du)2+ oUdvdu aV(dv)z]SZO.

- = —(— - 4+ ——
ds?|s=0 au(ds ovdsds oOv\ds

Classicament aquesta igualtat s’escriu com

ddt:a—U du2+26—U dudv+6—v dv?, (20)
O0u |s=0 OV |5=0 oV |s=0
que és precisament I'equacio6 (2) de la seccié §1 de Meusnier.

Cal observar que aquesta interpretacio de dd t depen de la corba (u(s), v(s))
que triem, amb la condicié6 (#(0), v(0)) = (0,0), ja que en |’expressié que acabem
de donar hi apareixen les components del vector tangent d’aquesta corba al’o-
rigen.

C Corbes esferiques

Recollim aqui un parell de resultats sobre corbes esferiques que ens seran ne-
cessaris més endavant.

Lema C.1. Siguiv(s) = (x(s), y(s), z(s)) una corba sobre l'esfera unitat, definida
per—e<s<eiv(0)=(0,0,1). Sigui a(s) l'angle entre v(0) i v(s). Llavors, z (0) <
0,i

lim a'(s) = +v/-2"(0),

s—0+

11%1_ a(s) = —v/-2"(0).
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En particular, si z"(0) # 0, la funcié a(s) no es derivable en s = 0.

Demostracié. El desenvolupament de Taylor de la funcié z(s) en s =0 és

Z(s) =1+ s2+0(s%),

ZN (0)
2

jaque z(s) té un maxima s =0, i, per tant Z'(0) = 0. Amés, com que z(s) <1, cal
que z"(0) < 0. Observem que

ZII (0)
2

v(s)-v(0) =1+ s+ 0(s%) = cos(a(s)),

amb 0 < a(s) < &. Aixj,
ZII(O) 5

a(s) = arccos(1l + TS + O(sg)).

Derivant respecte de s, obtenim

ds) = — 2"(0)s+O(s) ___sE"@+0(s)
Ji-a+ 20 oz V=20 -00)
S
= —/=2"(0)-0(9).
|51
D’aqui es dedueix immediatament I’enunciat del lema. O

Lema C.2. Siguiv(s) una corba sobre l'esfera unitat per —€ < s <€, i sigui a(s)
Uangle entrev(0) i v(s). Llavors

dav(s)
das |s=0

lim a'(s) =
s—0*

Demostracié. Com que v(s)-v(s) = 1, tenim v'(s) - v(s) = 0 i, per tant
Vv'($) -V (s) ==V (s)-v(s). 1)

Derivant la igualtat v(s) - v(0) = cosa(s), tenim Vv/(s) - v(0) = —sinal(s) a'(s), i
tornant a derivar

V'(s)-v(0) = —cosa(s) a'(s)> — a" (s)sina(s). (22)
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Ara bé, com hem comentat en el Lema [C.1} aquestes derivades només tenen
sentit en punts on s # 0, ja que la funcié a(s) no és derivable en s = 0.

Prenent limits per la dreta a 'equacio i tenint en compte que a’(s) =
Z"(s)1(1 = z'(5)%)3'2, tindrem

v"(0)-v(0) = —a'(0)?, (23)

on ara si que té sentit escriure a’(0)? ja que, pel Lema (limg_q+ a'(5))? =
(lim—o- a'(5))*.

Substituint a 1), en s = 0, tenim v/(0) - v/ (0) = a/(0)?, i aixd implica, pel
Lemal|C.1]

lim a'(s) = [v'(0)].
s—0t

com voliem demostrar. O

D Sobre la curvatura de Meusnier

La férmula (4) donal’angle de la normal a la superficie en punts proxims. Con-
cretament, en termes de les coordenades u, v que usa Meusnier, proporciona
I’angle entre la normal a la superficie en el punt de coordenades (u, v) = (0,0) i
la normal en un punt infinitament proxim, de coordenades (du, dv).

Aixi doncs, en aquest context, les expressions du,dv s'interpreten com a
valors petits de les variables u, v.

Tot i que Meusnier no parla explicitament de derivades, tot esta a punt per
poder donar la segiient definicio.

Definicié D.1. Sigui A un punt d’'una superficie i v un vector unitari tangent a
la superficie en aquest punt A. Sigui o (s) una corba sobre la superficie, parame-
tritzada per l'arc, tal que o(0) = A, ¢'(0) = v. La curvatura de Meusnier en el
punt Aidirecci6 v, denotada kys(A, v), es defineix per

ky(A ) = 11%1 a'(s),
s— +

on «(s) és l'angle entre el vector v(s), normal a la superficie en el punt o(s), i el
vector v(0).

Observem que aquesta definicié no depén de la corba o(s) triada, sempre
que es compleixin les condicions o (0) = A, ¢’'(0) = v. En efecte, considerem la



65

superficie donada com a grafica d’'una funci6 ¢ = ¢(«, v) amb #(0,0) = 0, i supo-
sem que el pla tangent a la superficie en A, pres com a origen de coordenades,
éselpla r = 0. Aleshores, la corba o (s) es pot escriure com o (s) = (u(s), v(s), £(s))
amb £(s) = t(u(s), v(s)).

Denotant

ot ot
U(s) = —(u(s),v(s), VI(s)=—(u(s),v(s),
ou ov

el vector normal a la superficie en els punts de la corba és

1

v(s) =(=U(s),-V(s),1) .
V1+U($)2+ V()2

Ens trobem, doncs, en les hipotesis del Lema amb la funcioé

1
V1t U2+ V(s)?2

t(s) =

Un calcul directe, tenint en compte U(0) = V(0) = 0 (condici6 corresponent al
fet que el pla tangent a l'origen és el pla ¢ = 0), dona ¢”(0) = —(U’(0)% + V'(0)?) i,
pel Lema|C.1]

lim a'(s) = VU (0)2+ V'(0)2.

s—0

En particular, com que

, _dU(u(s),v(s)) 3 du(s) duv(s)
v = ds |s:0_e ds |s:0+ ds |s=0
aV(u(s), v(s)) du(s) dv(s)
V()= ——2——2 = — .
© ds Is=0 ! ds |s=0+ ds |s=0

on e, f, g so6n els coeficients de la segona forma fonamental, tenim

lir(r)l+ a'(s) = \/(eu’(O) + fv'(0))%2+ (fu'(0) + gv'(0))? (24)

expressio que és independent de la corba o (s) escollida, sempre que tingui el
mateix vector tangent v en A, cosa que justifica la notacioé kp;(A, v).

Aixi, la curvatura d'una superficie, en un punt i en una direcci6 és la gene-
ralitzacié natural de la curvatura d'una corba plana, definida com la derivada
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respecte del parametre arc de 'angle que forma la tangent amb una direcci6
donada.

Nota. Observem que I'expressi6 és exactament la mateixa que I’expres-
si6 obtinguda per Meusnier, substituint els increments du, dv per les deri-
vades u/(0) i v'(0) respectivament.

De fet, es pot arribar a aplicant (4) a punts d’'una una corba propera a
l'origen, donada per (u(s), v(s)) = (¢/(0)s + O(s?), v'(0)s + O(s?)) i després deri-
vant respecte de s en s = 0. En efecte, la férmula (4) diu que[g_r]

=) = \/(e u(s) + fv(s)2+ (fuls)+guv(s)?+0(s3)
= Isl\/(e u'(0)+ fv'(0)%+ (f u'(0) + g v'(0))%2 + O(s).

Ara ja és clar que la derivada per la dreta de Z(s) en s = 0 coincideix amb la
derivada per la dreta de a(s) en s = O,I?] és a dir,

Z.(0) = \/(e w/(0) +f v'(O)2 + (f uw'(0) + g v'(0))2 = lim a'(s).

Relacio de la curvatura de Meusnier amb les curvatures normals

Proposicié D.2. La curvatura de Meusnier en un punt A de la superficie, en la
direccio donada per un vector unitari v, tangent a la superficie en A, coincideix
amb el valor absolut de I'endomorfisme de Weingarten en A aplicat a v, és a dir,

ka (A, v) = [Wa()l.

Demostracié. Per definici6 de W, tenim que

Wa(v) = i v(o(s)),
ds|s=o0
on v és la normal a la superficie i o(s) és una corba sobre la superficie amb
0(0) = Aio’(0) = v. Perd és sabut —-vegeu el Lema de 'Apendix— que el
modul d’aquest valor coincideix amb la derivada per la dreta en s = 0 de I'angle
que forma la normal a la superficie en el punt o (s) amb la normal a la superficie
en A, és a dir, coincideix amb ks (A, v). O

81Vegeu la nota al peu de pégina pagina
82Com quela funcié a(s) és €' a (0,1) i continuaa [0, 1] la derivada per la dreta en 0 coincideix
amb el limit per la dreta de les derivades.
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Aixi, si e, e2 s6n els vectors propis de W4, amb valors propis ki, ko, tenim
per a tot vector w = cos(a)e; + sin(a)ey,

kv (A, w) |[Wa(cos(a)e; +sin(a)ey)|

|cos(a)kye; +sin(a)kres]

\/kf cos?(a) + k3 sin?(a).

En particular,
kv(A e) =1kil, i=1,2.

Es a dir, en les direccions principals la curvatura de Meusnier coincideix
amb la curvatura normal (llevat del signe); pero en les altres direccions no coin-
cideixen amb les curvatures normals, com es pot veure comparant amb la fér-
mula d’Euler per a la curvatura normal

k(@) = ky cos® (@) + k, sin?(a).

E Convex-concavaiconcau-convexa

Vegem alguns exemples de convexitat i concavitat.

Concava. El paraboloide elliptic z = x? + y? és una superficie concava, ja
que amb la notaci6 de la secci6 §33 tenim p =2x,q=2y,m=2,n=0,5s =2, i,
pertant U = m(1+ g*> —2npq +s(1+ p?)) =2(1 +4y%) +2(1 +4x%) =4+ 8z amb
z220,iV = n? - ms = —4, per tant, estem en al cas U > 0,V < 0, que correspon
a una superficie concava.

Convexa. Lhemisferi nord de l'esfera z = \/1-x>—y? té p = —x/z,q =
-ylz,m= —(x2+25)1Z3,n= —xy/z3, s=—(Z%+ yz)/zg. De manera que

U=-2/2%, V=-1/z%

estem, doncs, en el cas U < 0,V < 0 que correspon a una superficie convexa.
El mateix calcul ens diu que '’hemisferi sud d’aquesta esfera correspon a una
superficie concava.

Convex-concava. Lhiperboloide d'un full z= y/x2+ y2—1,amb x> + y> > 1,
té p=xlz,qg=ylz,m= (Z22=xH 123, n = —xy/z3,s = (z% —yz)/z3, i, per tant,
U=2/z*,V=1/z* Siz=0 aquests valors s6n infinit. Si z#0, U >0,V >0,
cosa que correspon a una superficie convex-concava.



68

Concau-convexa. El paraboloide hiperbolic z = x?~y*té p = 2x,qg = -2y, m =
2,n=0,s=-2,i,pertant, U = -8z,V =4.Siz=0, U = 01ino estem en cap dels
4 casos de Meusnier. Si z > 0, tenim U <0,V > 0, i es tracta d'una superfi-
cie concau-convexa; si z< 0, U >0,V > 0, i es tracta d'una superficie convex-
concava.

r

F Endomorfisme de Weingarten del tor

Proposicié E1. Lendomorfisme de Weingarten a l'origen de la superficie de re-

volucio obtinguda fent girar un petit arc de circumferencia del pla y = 0, amb

centre C = (0,0,r) i radi r, al voltant de la recta | que passa per (0,0, p) i té per

vector director (1,0,0), coincizdeix amb l'endomorfisme de Weingarten a l'origen
u

del paraboloide elliptic z = 5 + %.

Demostracié. Estudiem primer el paraboloide. Si posem
pu,v) =W, v z(u,v)),

tenim

u v
(le (1)0) ?)) (pU: (0) 1) E))

1 1
(Puu (O)Oy;)y (Puv: (0,0,0), (va: (0,0,;)

Alorigen, és a dir u = v =0, la primera forma fonamental és la identitat i com
la normal és (0,0, 1)

Estudiem ara el tor.

Considerem un punt arbitrari P = (x,0, z) de I'arc de circumferencia donat,
és a dir, un punt que satisfa x> + (z— r)? = r2. Sigui R el punt de I'eix de gir I que
té la mateixa coordenada x que P, és a dir R = (x,0, p)

Quan fem girar el punt P al voltant de I'eix / un angle «, el punt es desplaca
fins a la posici6

W:I_III:H:(

O~
DI= O

P' = (x,RPsina,p— RPcosa),

on RP = p —z(x), i z(x) és la tercera coordenada de P.
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La superficie de revoluci6 és, doncs,

v(x,a)=(x,(o—-r+Vré—x?sina,p—(p—r+Vr?—x?cosa).

O, introduint 'angle g tal que x =rcosf, y =r + rsin g,

v(B,a)=(rcosB,(p—r+rsinf)sina,p—(p—r+rsinf)cosa). (25)
Aixi
wpg = (—rsinf,rcosfsina,—rcospfcosa),
Ve = (0,(p—r+rsinf)cosa,(p—r+rsinf)sina),
wpp = (—rcosf,—rsinasinf,rsinfcosa),
Wap = (0,rcosfcosa,rcospfsina),
VYaa = (0,—(p—r+rsinf)sina,(p—r+rsinf)cosa).

Alorigen, és a dir, a =0, f = 7/2, tenim doncs

v = (-1,0,0), wq=1(0,p,0),
wﬁﬁ = (O’ 0’ r)’ waﬁ = (0,0,0), wda = (0,0, p)

Per tant, 'endomorfisme de Weingarten a l'origen és

-2
S R O 0 r 0)
W=l H_( 0 p‘z)(o p)_(

com voliem veure. O

[ N L
D= O
~——

Nota. Amb la notaci6é que usa Meusnier a la seccié §7, 'equacié6 (25) s’escriu
com

u = rcosp,
= (p—-r+rsinp)singa,

t = p—(p—r+rsinp)cosa.

Un petit calcul permet aillar els angles a i f en funcié de u i v, cosa que per-
met considerar, localment, el tor com la grafica d'una funci6 ¢ = t(u, v). Aixo
fa possible veure que I'expressio de la segona forma fonamental en el punt A,
respecte d’aquestes coordenades, és ddt = dT”Z + dTUZ. Meusnier arriba a aques-
ta conclusio a la secci6 §8, sense necessitat d’explicitar les equacions d’aquest

tor. De fet, la funci6 és t(u,v) = p — \/(p N T T
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G Laformula estatica de Meusnier

Proposicid G.1. Siguin A i B dos punts d’'un cercle de centre C i radi r. Denotem
per;l_ﬁ la longitud de l'arc de cercle determinat per aquests dos punts.
Llavors es compleix que
AB-gC=r-AB

on g és el centre de gravetat de l'arc AB.

Demostracié. Aquest arc es pot parametritzar per (x,y) = (rcost,rsint), amb
—a<t<a,ona=/ZRCAessent R el punt mitja sobre 'arc entre A1i B.

A

B

Figura 23: Férmula estatica.

L'element de longitud satisfa ds = rdt, i I'abscissa X = Cg del centre de
gravetat g és, per definicio,

JiPx(srds [, rPcos(dt 2r’sina  r-AB

X=

AB AB AB AB
la qual cosa conclou la demostracio. O
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