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Problema 1.

Sigui I' una circumferéncia i siguin P, Py, Py, P3, Py cinc punts sobre ella. Demostreu
que el producte de les distancies de P a les rectes Py P, i P3Py és igual al producte de
les distancies de P a les rectes Py P3 i Py P;.

Primera solucié.

Sigui d, la distancia de P a la recta P; P,. De manera similar definim les quantitats
ds4, dy3 1 doy. Pel teorema del sinus aplicat al triangle PP, P,, tenim

PP, PP, _ PP
sin ﬁ’z\Pl sin @ sin ﬁz

=2R,

on R ¢s cl radi de T, la circumferencia circumscrita al triangle PPy Ps.

Per altra banda, per la definici6 de sinus, tenim que
. d
sin PP P, = ==,
PP,
Ajuntant aquests dos resultats, tenim que

PP;-PP;
2R

Py

d12 =

i analogament obtenim

Aixi doncs,

PP,-PP, PP-PP, PP -PP; PP PP,
2R 2R 2R 2R

d12d34 = = d13d247

com voliem veure.

Segona solucid:

Siguin Q12, @13, @24, @34 €ls peus de les perpendiculars tracades des de P a les rectes
PPy, P\ Ps, P,P; i P3Py, respectivament. Amb les notacions de la primera solucid, d;;
és la longitud del segment PQ;;.

Els triangles gris fosc sén semblants ja que sén rectan-
gle i els angles marcats amb un trag sén iguals (inscrits
que veuen l'arc PP;). Analogament, els triangles foscos
també ho son ja que soén rectangles i els angles marcats
amb dos tragos s6n iguals (el que té vertex Py és suple-
mentari del @4 que, a la vegada, és suplementari
del Iﬁ:’g\ﬂ) Les relacions de semblanca ens diuen

dy _ PP, dia _ PP,
dss PPy di3 PPy

Igualant, surt el resultat.



Problema 2.

Sigui n = 2* un nombre enter positiu. Es diu que un subconjunt A de {1,2,3,...,n}
és bescanoni (natural de Bescand, Gironés) si compleix que

1) El nombre 1 pertany a A.

2) Si un nombre z pertany a A, llavors 2z no hi pertany.

Es demana:

a) Trobar un conjunt bescanoni amb el maxim nombre d’elements quan n = 2°.

b) Calcular el nombre maxim d’elements que pot tenir un conjunt bescanoni en funcié
de k.

Solucié.

a) Separem els nombres entre 1 i 25 = 32 en diferents subconjunts segons la seva
part senar: {1,2,4,8,16,32}, {3,6,12,24}, {5,10,20}, {7,14,28}, {9,18}, {11,22},
{13,26}, {15,30}, {17}, {19}, {21}, {23}, {25}, {27}, {29}, {31}.

Linica restriccié que tenim és que no podem agafar dos nombres consecutius del
mateix subconjunt. Del primer subconjunt podem agafar només tres nombres, ja que si
n’agaféssim quatre n’hi hauria dos de consecutius. Del segon, tercer i quart subconjuns
en podem agafar dos; i de cada un del altres només en podem agafar un. En total, com
a maxim, en podem agafar 21. Per exemple, el conjunt bescanoni

A={1,4,16,3,12,5,20,7,28,9,11,13,15,17,19, 21, 23, 25,27,29, 31}

té 21 elements i no admet cap altre element més. Aquest conjunt no és I’tinic bescanon{
amb el maxim nombre d’elements.

b) De manera similar a l'apartat anterior organitzem els nombres de 1 a 2% segons la
seva par senar. Per a obtenir un conjunt amb el maxim nombre d’elements podem fer-
ho de la manera segiient: 1) Agafar tots els primers elements de cada subconjunt (que
s6n els senars) i n’hi ha 2571, 2) Agafar tots els tercers elements de cada subconjunt,
si existeixen, que sén els miltiples de 4 perd no de 8. N’hi ha 282 — 2k=3 = 9k=3 3
Agafar els cinquens elements de cada subconjunt (si existeixen) que sén multiples de
16 perd no de 32. N’hi ha 2F=4 — 2F=5 = 2k=5_ T aix{ successivament.

Si k és senar podem agafar en total

5 2kl
2k—1+2k—3+2k79+'”+4+1: e e
Si k és parell, tenim una férmula analoga
. 2k+1 _ 9
2k=1 pok=3 L ok=5 L .. 4842= 5

Problema 3.
Trobeu els valors del nombre enter positiu n per als quals 'equacié
"+ (2+2)"+(2-2)"=0

té solucié entera.



Solucié. Si n és parell llavors els tres summands sén no negatius i han de ser 0, pero
no pot ser ala vegadaz =0,24+2x=0i2 -2 =0.

Si n és senar, tenim el cas n =1 que déna = +2+z +2 — z = 0, de solucié z = —4.
Com que el polinomi P té els coeficients enters, si té una arrel entera ha de ser un
divisor del terme independent. Perd P(0) = 2" + 2" = 2"*1 j ¢ls seus divisors sén 42!
amb 0 < ¢ < n+1. Els valors que corresponen a t = 0,1, és a dir +1 i +2, es descarten
per calcul directe ja que P(1) = 3" +2 >0, P(-1) =3" >0, P(2) = 4"+ 2" > 0 i
P(—-2)=4"-2">0sin > 1.

Calculem ara, recordant que n és senar,

P(x2) =+ + 242" + 2F2Y)" =
=i2nt+2n(1i2t71)n+2n(1;QL—I)n:
—9n (Zn(tAl) +(1i2t71)n+(1:¥:2l~1)n).

L’expressié del darrer paréntesi, modul 2871 és 2 i, per tant, no pot ser zero. En
conseqiiencia P no té arrels enteres.

Problema 4. Calculeu la suma segiient: Z (n) (n)

0<i<j<n J

Solucié. Posant xp = (Z), (0 < k < n) alaidentitat

2 n
(ixk> :Zri+2 Z TiTj,
k=0

k=0 0<i<j<n

resulta, aillant, que

EO0HER) @) ) -1

on s’han utilitzat les conegudes identitats

Problema 5.

Sigui I' la circumferéncia circumscrita al triangle ABC. Sigui D el punt mitja de I’arc
AB que conté C i sigui M un punt qualsevol del costat AC. El punt N sobre el costat
BC és tal que AM = BN. Demostreu que el quadrilater CDNM és ciclic (els vértexs
estan sobre una circumferéncia).

Solucié.



Com que D és el punt mitja de l'arc AB ha
d’estar sobre la mediatriu del segment AB i, per
tant, AD = BD. Els dos angles marcats amb
un tra¢ sén iguals ja que veuen l'arc CD de T.
Els dos triangles M AD i NBD sén iguals ja que
tenen dos costats iguals i també I’angle que for-
men (MA = NB per 'enunciat, DA = DB pel
que hem dit abans, i els angles esmentats). Com
a conseqiiencia, els dos angles marcats amb dos
tracos sén iguals, i aix0 obliga que els punts A,
B, C'i D siguin conciclics.

Problema 6.

Sigui m un nombre enter positiu. Demostreu que el polinomi
Px)=2a° 23+ 2% —3mz +3m+1

no té zeros enters i calculeu el maxim comu divisor dels nombres P(m) i P(m) + 3.
Solucio.

En tot el problema estudiarem els valors del polinomi P modul 3. Suposem que a és
una arrel entera. Aleshores 0 = P(a) = a® — a® +a? —3ma+ 3m+1. Si mirem aquesta
igualtat modul 3 ens surt 0 = a® —a® +a®+1. Si a = 3k, és a dir, a = 0 resulta 0 = 1
que és absurd mddul 3. Sia = 3k+1 0 bé a =1 resulta 0 = 2, impossible. I finalment,
sia=3k+2queésa=2= -1 resulta 0 = 2, també absurd. Per tant, P no pot tenir
arrels enteres.

Diguem d = med(P(m), P(m) + 3). Tindrem que d|P(m) i (I}P(m) + 3 d’on dJ3.
Només pot ser d = 1 o d = 3. Perd P(m) = m® —m® + m? —2m? +3m +1 =
=m3(m2—1)—2m2+3m+1=m*(m—1)(m+1) —2m? + 3m + 1. A la darrera
expressio, els sumands primer i tercer sén muiltiples de 3 (el primer és producte de tres
nombres consecutius). Per tant, calculant mddul 3, queda P(m) = —2m?+1 = m?+1.
Perd els quadrats modul 3 només poden ser 01 1 i, per tant, m! 4+ 1 només pot ser,
modul 3, 0 bé 1 o bé 2. En consegiiéncia, P(m) no pot ser miltiple de 3 i només pot
ser d = 1.






